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摘 要

基于优化状态特性的显存高效零阶优化算法

摘 要

预训练大模型在垂直领域的应用依赖下游任务微调，该过程对显存的巨大

消耗已成为制约其普惠化的核心瓶颈。其中，反向传播中的激活值缓存与优化器

状态（如动量等）存储是两大主要开销来源。零阶优化通过前向传播估计梯度，

无需反向传播，从而避免激活值缓存，是显存高效训练的代表性技术之一。零阶

优化的核心流程包含梯度估计与优化器状态更新两个关键步骤，然而现有算法

在这两个步骤均面临挑战。在梯度估计方面，梯度估计方差会随着模型参数量线

性增长，从而显著制约收敛速度。在优化器状态更新方面，尽管基于动量的优化

器（如AdamW）能够有效加速收敛，但其优化器状态会引入可观的显存开销；现
有的优化器状态量化技术虽能压缩显存，但当量化精度低于 4比特时往往会导
致训练崩溃。上述问题的根源在于现有算法未能充分挖掘优化状态的内蕴特性。

本文以优化状态特性为统一视角，从梯度估计与优化器状态更新两个关键

步骤出发，系统研究显存高效的零阶优化算法。主要研究成果如下：

（1）针对零阶优化梯度估计方差大、收敛慢的问题，本文提出一种基于随机
子空间的零阶梯度估计算法。该算法利用梯度矩阵的低秩结构特性，通过构造列

正交投影矩阵在低维子空间内生成扰动并进行梯度估计，将梯度估计方差从依

赖模型总参数量降至仅依赖子空间维度。理论分析的结果证明了算法的收敛性

及对反向传播梯度的逼近能力。多种大语言模型微调实验表明，该算法在显存开

销与现有零阶算法相当的前提下，收敛速度与微调性能均显著优于同类算法。

（2）针对基于动量的优化器显存开销过大，且现有量化方法在精度低于 4比
特时极易导致训练崩溃的问题，本文提出一种基于极坐标向量量化的优化器状

态压缩算法。该算法利用动量值分布的圆对称性与准高斯特性，构建二维极坐标

量化框架：针对有符号一阶动量采用角度均匀分布码本确保方向精度，针对无符

号二阶动量设计第一象限映射、自适应角度分配及轴偏移防除零机制。在图像分

类与自然语言建模等多项预训练与微调任务上的实验表明，该算法在将优化器

状态压缩至 1.5-2比特后仍能稳定训练，达到与全精度版本相当的性能。
（3）本文将所提出的算法与 AdamW等基于动量的优化器集成，在大语言模

型微调任务中开展验证。结果表明，该方案在显著降低显存开销的同时保持收敛

速度和模型性能，为资源受限场景下的大模型微调提供了技术支撑。

关键词：大模型微调，零阶优化，显存高效优化，低秩子空间，向量量化
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ABSTRACT

Memory-Efficient Zeroth-Order Optimization Algorithms
Based on the Properties of Optimization States

ABSTRACT

Deploying pre-trained large-scale models for domain-specific applications de-
pends on task-specific fine-tuning, but the large GPU memory consumption of this pro-
cess is a major bottleneck. This memory overhead comes from two sources: cached
activation values during backpropagation and stored optimizer states (e.g., first-order
momentum and second-order moments). Zeroth-order (ZO) optimization eliminates
activation storage by estimating gradients through forward passes only, without back-
propagation. This makes it a promising approach for memory-efficient training. ZO
optimization has two key steps: gradient estimation and optimizer state updating. How-
ever, existing algorithms face challenges in both steps. First, the variance of gradient
estimation grows linearly with model size, which limits convergence speed. Second,
momentum-based optimizers like AdamW can speed up convergence, but their opti-
mizer states need a lot of memory. Also, existing methods for quantizing optimizer
states often cause training to fail when the precision is below 4 bits. These problems
happen because existing algorithms do not fully use the inherent properties of optimiza-
tion states.

This thesis uses the properties of optimization states as a unified perspective to
study memory-efficient ZO algorithms from two key steps: gradient estimation and
optimizer state updating. The main contributions are as follows:

(1) To address the high variance and slow convergence of ZO gradient estimation,
this thesis proposes a random subspace ZO algorithm. The algorithm uses the low-
rank structure of gradient matrices. It builds column-orthogonal projection matrices
to generate perturbations and estimate gradients in low-dimensional subspaces. This
reduces the variance of gradient estimation from depending on total parameter count to
only depending on subspace dimension. Theoretical analysis shows that the algorithm
converges and can approximate backpropagation gradients. Experiments on various
large language models show that the proposed algorithm is significantly better than
existing ZO methods in convergence speed and fine-tuning performance, with similar
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ABSTRACT

memory cost.
(2) To address the large memory cost of momentum-based optimizer states and

the problem that existing quantization methods often cause training to fail below 4 bits,
this thesis proposes an optimizer state compression algorithm based on polar vector
quantization. The algorithm uses the circular symmetry and quasi-Gaussian distribu-
tion of momentum values. It builds a two-dimensional polar quantization framework.
For signed first-order momentum, it uses angularly uniform codebooks to ensure direc-
tional accuracy. For unsigned second-order momentum, it uses first-quadrant mapping,
adaptive angle allocation, and an axis-offset mechanism to prevent division by zero.
Experiments on image classification and language modeling tasks, for both pre-training
and fine-tuning, show that the algorithm can train stably at 1.5–2 bits, with performance
similar to full-precision versions.

(3) This thesis integrates the proposed algorithms with momentum-based optimiz-
ers such as AdamW and tests them on large language model fine-tuning tasks. Results
show that the proposed scheme greatly reduces memory cost while keeping conver-
gence speed and model performance, providing technical support for large-scale model
fine-tuning in resource-limited scenarios.

KEYWORDS: Large-ScaleModel Fine-tuning, Zeroth-Order Optimization, Memory-
Efficient Optimization, Low-Rank Subspace, Vector Quantization
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1.1研究背景与意义

近年来，以 GPT-5[1]、Qwen-3[2]、DeepSeek-V3[3]为代表的千亿级参数大语
言模型在语言理解、文本生成等任务中取得了显著进展[4]。随着大模型向垂直领

域渗透，个性化需求、隐私保护及实时响应的本地化微调需求持续增长[5-7]。为

满足这些需求，在显存资源受限的消费级显卡（如 RTX 4090）甚至端侧设备上
开展资源高效型微调任务已成为学术界与工业界的共同目标[8-10]。

然而，大模型微调对显存资源提出了极高要求[11]。以 AdamW[12] 为主流的

一阶优化算法在反向传播过程中需同时存储模型参数、激活、梯度以及优化器状

态，导致显存占用随模型规模急剧增长[13]，难以直接应用于单机单卡或移动嵌

入式等资源受限场景[14-15]。例如，全参微调 175B参数的 GPT-3需要约 1200GB
显存[6]，远超主流消费级 GPU的物理容量。
为应对这一问题，学术界与工业界围绕显存高效训练开展了大量研究[8,15-17]。

零阶优化是其中的代表性方法之一，其通过前向传播估计梯度，无需反向传播，

避免了激活值存储，具有将训练显存降至接近推理水平的潜力[16,18]。零阶优化

的核心流程包含梯度估计与优化器状态更新两个关键步骤，然而现有算法在这

两个步骤均面临挑战。在梯度估计中，梯度估计方差随模型参数量线性增长，严

重制约收敛速度；在优化器状态更新中，基于动量的优化器（如 AdamW）虽能
有效加速收敛，但其优化器状态会引入显著的显存开销，甚至可能抵消零阶优化

在激活值上的节省。针对梯度估计方差问题，现有研究发展了稀疏扰动[19]、参

数高效适配[16]及随机投影[20]等策略减少梯度估计方差；针对优化器状态压缩问

题，现有研究通过分解（如 GaLore[15]）、划分（如 Adam-mini[21]）以及量化（如
4比特 AdamW[17]）等手段压缩优化器状态。

这些显存高效优化算法的涌现，反映出大模型优化算法的研究重心正从单

纯追求收敛速度与精度，转向在极端资源受限下寻求性能、稳定性与效率的平

衡。现有算法在适配消费级硬件时仍面临理论与实践挑战：零阶优化算法以放弃

精确梯度为代价换取显存节省，但其梯度估计的高方差会损害优化过程的稳定

性与收敛效率，尤其在参数量极高的大模型中，这一缺陷被显著放大[22]；优化

器状态量化压缩技术虽为降低动量存储开销提供了可行路径，但在极低比特（低

于 4比特）场景下，量化误差的累积极易破坏训练动态，导致模型性能下降或训
练崩溃。

因此，当前显存高效训练领域的核心问题在于如何在突破硬件显存物理极
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第 1章 绪论

限的同时，弥补其带来的稳定性与收敛性损失。本研究基于此背景展开，深入挖

掘优化变量的状态特性，从梯度估计与优化器状态更新两个关键环节出发，系统

研究显存高效的零阶优化算法。在梯度估计方面，利用梯度矩阵的低秩结构特

性，引入随机子空间理论[15,23-24]，在不引入额外显存开销的前提下降低梯度估

计方差，使其兼具低显存与高效率的优点；在优化器状态更新方面，依据动量值

的分布特性，探索表示能力更强的向量量化技术[25-26]，突破传统标量量化在优

化器状态压缩上的比特瓶颈，为零阶优化框架内动量状态极低比特存储提供可

行方案。通过将对优化状态特性的洞察转化为算法设计，本研究致力于构建以零

阶优化为核心的显存高效优化算法体系，为绿色、普适、可持续的大模型发展提

供算法基础。

1.2国内外研究现状

现有显存高效的零阶优化算法研究主要沿两条技术路径展开：梯度估计方

法改进与优化器状态压缩。前者通过设计高效的零阶梯度估计策略，在降低估

计方差的同时避免反向传播中的激活值存储；后者通过压缩优化器状态，降低基

于动量的优化器的显存占用。本节系统回顾这两类算法的研究现状与核心挑战，

剖析其在理论机制和工程实现上的局限，凝练当前研究空白，并明确本文的研究

动机与技术切入点。

1.2.1无需反向传播的零阶优化

零阶优化（Zeroth-Order Optimization, ZO）算法通过前向传播估计梯度，避
免了反向传播中的中间激活值存储，是显存高效优化的重要技术路径。零阶优

化算法的核心思想是通过对模型权重进行微小扰动并观测损失函数的变化来估

计梯度方向。MeZO[16]首次将零阶优化成功应用于大语言模型（Large Language
Model, LLM）微调，其仅依赖前向传播和基于训练损失值的有限差分估计梯度。
由于不需要存储中间激活值，MeZO显著降低了显存占用，在多个任务上实现了
与基于反向传播的优化算法相当的微调性能。实验表明，该算法实现了最高 12
倍的显存节省，展示了零阶优化算法在资源受限场景下的应用价值。

然而，ZO算法的核心问题在于梯度估计的高方差。理论上，其梯度估计的
方差与模型参数的维度成线性关系[22,27]。当应用于参数量动辄数十亿甚至千亿

的 LLM时，巨大的参数维度会导致梯度估计产生剧烈抖动，严重拖慢模型收敛
速度，并可能损害最终收敛精度，使其在效率和性能上落后于一阶算法[22,28]。

理论研究表明，减少梯度方差可加速收敛[29]。针对这一高方差问题，当前

研究主要从两个维度展开改进。一是调整训练批次大小，实验表明增大批次大小
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可有效抑制梯度噪声及其方差[22]，但这种方法导致计算时间和显存消耗呈超线

性增长，实际应用效率受限。二是通过稀疏的参数扰动策略降低有效扰动维度，

包括基于随机掩码的稀疏扰动[19]和块坐标扰动[18]；或直接压缩可训练参数的空

间，包括结合参数高效微调（Parameter Efficient Fine-Tuning, PEFT）框架[16,18]以

及引入额外的张量分解适配器[30]。值得关注的是，近期理论研究[20,31]提出利用

随机投影技术将高维参数扰动映射至低秩子空间，可在理论上突破 ZO梯度估计
方差对参数维度的线性依赖。但该技术需要存储与模型参数维度相当的投影矩

阵，对于参数量超过千亿的现代 LLM而言，其显存开销仍然难以承受。因此，如
何设计一种存储代价较小的低秩投影机制，从而在获得低秩子空间方差减少收

益的同时不引入显著的显存开销，是当前零阶优化领域需要解决的关键问题。

1.2.2进一步降低零阶优化显存的技术

在零阶优化框架内，当与基于动量的优化器（如 AdamW）结合时，动量机
制的引入通常能有效加速收敛并提升模型性能，但优化器动量状态的存储会引

入显著的显存开销，甚至可能抵消零阶优化在前向传播中对激活显存的节省。因

此，优化器状态的压缩成为零阶优化显存高效训练的关键环节之一[32]。现有优

化器状态压缩工作可分为分解、划分和量化三条路线。

基于分解的方法通过结构近似减少状态存储。Adafactor[33]以外积近似二阶
矩，避免显式维护全维度二阶动量；GaLore[15]从梯度投影入手，在低秩子空间
中运行 Adam，从源头降低优化器状态规模；其改进版本 Q-GaLore[34]在此基础
上进一步对权重与投影矩阵进行低比特量化，压缩显存。

基于划分的方法通过对参数集合进行覆盖或分块，让多个参数共享统计量，

从而减少需要维护的独立状态。SM3[35] 使用覆盖统计量近似二阶矩；Adam-
mini[21] 通过按 Hessian最小稠密子块进行参数分块，实现二阶矩的共享与复用，
降低独立状态规模。

基于量化的方法是最直接的压缩手段，可与分解和划分方法结合使用。其通

过将高精度优化器状态压缩为低比特表示以降低存储开销[36]。当前应用最广泛

的是标量量化。例如，Dettmers等人[37] 提出的 8比特优化器采用分块动态量化
策略，将一阶和二阶动量压缩至 8比特，在保持训练性能的同时减少显存占用；
Li等人[17]进一步将 AdamW中的二阶动量压缩至 4比特，并提出无零点映射方
法以缓解因零点引入的量化误差。

然而，标量量化的表示能力存在理论上限。当压缩率进一步提升至 4比特以
下时，其有限的离散取值空间难以精确捕捉优化器状态的细微变化，累积的量化

误差易导致训练过程不稳定。

与此相对，向量量化在理论上具有更强的表示能力。它将多个元素组成向
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量进行联合量化，利用维度间的相关性，在同等比特率下能实现更低的失真。

Bucklew 等人[25] 已指出，对于近似服从高斯分布或具有球对称特性的随机变

量，采用极坐标或球坐标的多维向量量化在均方误差意义上优于传统的一维标

量量化。目前，向量量化已在模型推理的权重和 KV 缓存压缩上取得成功（如
AQLM[38]、CommVQ[39]等工作），实现了 2-3比特下的高保真压缩。近年来，Tian
等人[40]尝试将二维几何映射应用于快速二维向量量化结构，但由于理论局限尚

不成熟，其在 AdamW状态量化中仅能实现约 3.3比特的表示。
尽管向量量化在模型推理压缩上取得了进展，但其在模型训练，特别是针对

优化器状态的压缩上，尚未得到充分研究。核心难点在于优化器状态是高频更新

的动态变量，参与逐元素运算而非矩阵乘法运算，对量化误差的容忍度远低于相

对静态的模型权重。现有研究尚未系统性地探索如何为 AdamW等优化器的动态
状态设计高效、稳定的向量量化方案。因此，如何设计面向优化器状态的码本结

构、更新策略与误差补偿机制，以在维持训练稳定性的前提下将动量状态压缩至

2-3比特的极低水平，是一个需要深入研究的方向。

1.3本文主要工作

尽管现有显存高效的零阶优化算法在降低训练开销方面已取得一定进展，但

在实际应用中仍面临两方面局限：一是零阶优化在大模型场景下的梯度估计方

差过大问题，现有方法难以在不增加额外存储的前提下实现稳定收敛；二是优化

器状态量化在极低比特条件下的稳定性问题，目前尚缺乏面向动量状态的有效

压缩方案。究其根本，现有研究未能充分挖掘优化状态自身的内蕴特性。

基于以上分析，本文以优化状态的内蕴特性为研究主线，从梯度估计与优化

器状态更新两个关键环节出发，探索面向大模型微调的显存高效零阶优化算法。

整体研究架构如图 1.1所示，主要研究内容涵盖以下三个方面：
(1) 基于低秩子空间的大模型零阶梯度估计算法——SubZero。针对零阶优

化算法在大模型微调中梯度估计方差大、收敛性能受限的问题，本文提出了基

于随机子空间的零阶梯度估计算法（Random Subspace Zeroth-Order Optimization,
SubZero）。该算法利用梯度矩阵的低秩结构，通过构造列正交投影矩阵在低维子
空间内生成扰动，将梯度估计方差从依赖模型总参数量降至仅依赖子空间维度。

理论分析与实验结果表明，SubZero在显存开销与MeZO相当的前提下，其梯度
估计能够紧密逼近反向传播梯度，显著降低了梯度估计方差。多种大语言模型微

调实验结果表明，该算法在显存开销与现有零阶算法相当的前提下，收敛速度与

微调性能均显著优于同类算法，为提升零阶优化在大模型微调中的梯度估计质

量提供了有效途径。
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图 1.1 本文研究内容

(2)基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算法——Polaris。针对基于动量
的优化器状态显存占用大、且现有量化方法在低于 4 比特时易引发训练崩溃
的问题，本文提出了基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算法（Polar Vector
Quantization-based Optimizer State Compression, Polaris）。该算法利用动量值分布
的圆对称性与准高斯特性，构建二维极坐标量化框架：针对有符号一阶动量采用

角度均匀分布码本确保方向精度，针对无符号二阶动量设计第一象限映射、自适

应角度分配及轴偏移防除零机制。在涵盖图像分类、自然语言建模等一系列预训

练与微调任务中的实验结果表明，Polaris在将优化器状态压缩至 1.5比特与 2比
特后仍能稳定训练，达到了与全精度版本相当的性能表现，为在零阶优化框架中

实现优化器状态极低比特存储提供了关键技术手段。

(3)基于 SubZero与 Polaris的集成验证。本文进一步将 SubZero与 Polaris
进行算法集成，在大语言模型微调任务中验证二者的协同显存优化效果。围绕

梯度估计器、优化器类型与优化器状态压缩三个正交维度展开实验，系统评估

不同组合方案在显存占用、收敛速度及模型性能等方面的表现。实验结果表明，

SubZero与 Polaris的协同应用能够在显著降低显存开销的同时保持收敛速度和
模型性能，验证了二者在显存效率与优化性能上的显著协同优势，为资源受限场

景下的大模型微调提供了显存高效的实用路径。

1.4论文结构安排

本文主要研究基于优化状态特性的显存高效零阶优化算法，共分为六个章

节，各章节内容安排如下：
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第一章，介绍大模型微调面临的显存挑战及其研究意义，回顾零阶优化算法

与优化器状态压缩技术的国内外研究现状，分析梯度估计方差大与量化比特受

限等核心挑战，在此基础上阐述本文的研究内容与创新点。

第二章，介绍优化理论与算法基础，包括优化问题的数学表述、深度学习训

练显存占用分析、零阶优化与基于动量的优化算法原理。综述量化压缩以及低秩

子空间在深度学习中的应用，为后续研究提供理论支撑与技术背景。

第三章，针对零阶优化梯度估计方差大的问题，提出基于随机子空间的零阶

梯度估计算法——SubZero。介绍分层低秩扰动机制、子空间懒惰更新策略等核
心组件，并进行算法收敛性分析。通过多种大语言模型及微调方案的实验验证算

法的有效性与优越性。

第四章，针对基于动量的优化器状态显存占用大、且现有量化方法在低于 4
比特时易引发训练崩溃的问题，提出基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算

法——Polaris。阐述二维极坐标量化框架、有符号与无符号数据的设计原则等核
心内容，通过静态误差分析与动态训练实验验证算法在极低比特下的稳定性与

性能。

第五章，将 SubZero与 Polaris进行系统集成，在大语言模型微调任务上验
证协同显存优化效果。围绕梯度估计器、优化器类型、优化器状态压缩三个正交

维度设计多组对比实验，量化 SubZero低秩梯度估计与 Polaris极坐标向量量化
的协同显存优化效应，验证两种技术在显存效率与优化性能上的协同优势。

第六章为总结与展望。总结全文工作，分析当前研究存在的局限性及可改进

之处，为未来的研究工作明确方向。
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第 2章 相关理论基础

本章系统阐述支撑本文研究的核心理论基础，构建相关理论框架。首先，从

深度学习训练的优化问题数学表述出发，深入剖析零阶优化算法和基于动量的

优化算法的原理与显存占用；其次，针对大模型训练中的显存瓶颈，系统梳理量

化压缩在深度学习训练和推理中的应用，重点阐述标量量化与向量量化的数学

基础及在极低比特优化器状态压缩中的应用潜力；进而，深入探讨低秩子空间

理论在深度学习中的多重应用，特别是梯度矩阵低秩性对优化算法设计的启示。

这些理论为本文算法设计提供理论基础。

2.1优化理论与算法基础

2.1.1优化问题的数学表述

深度学习模型训练本质上是一个大规模非凸随机优化问题。给定训练数据

集 𝒟 = {(𝒙𝑖, 𝑦𝑖)}𝑛
𝑖=1，其中 𝒙𝑖 ∈ ℝ𝑑in 为输入样本，𝑦𝑖 ∈ 𝒴 为对应标签，𝑛为样本

总数。深度学习模型由参数向量 𝜽 ∈ ℝ𝑑 表征，其中 𝑑 为参数量，在现代大语言
模型中通常达到数十亿甚至千亿级别。模型训练的目标是最小化经验风险函数：

min
𝜽

ℒ(𝜽) = 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

ℓ(𝑓(𝒙𝑖; 𝜽), 𝑦𝑖), (2-1)

其中 ℓ ∶ 𝒴 × 𝒴 → ℝ+为损失函数（如交叉熵损失），𝑓(⋅; 𝜽)为模型预测函数。由
于目标函数 ℒ(𝜽)高度非凸且参数量 𝑑 巨大，直接求解全局最优解在计算上不可
行。因此，实际训练中采用基于迭代的随机优化算法，通过以下通用更新规则逼

近局部最优解：

𝜽𝑡+1 = 𝜽𝑡 − 𝜂𝑡𝒈𝑡, (2-2)

其中 𝜂𝑡 > 0为学习率，𝒈𝑡为第 𝑡次迭代时目标函数关于参数的随机梯度估计。它
通常是在一个小批量数据上计算得到的梯度。

2.1.2深度学习训练显存占用

在深度学习训练中，显存占用主要由四个部分构成：模型参数、优化器

状态、梯度和激活值[11,41-42]。以参数量为 𝑑、使用 AdamW 优化器、混合精度
（FP16/BF16）训练为例，各组件显存占用分析如下：

• 模型参数：在混合精度训练中，模型参数通常以 16位浮点数（FP16或BF16）
存储，占用显存为 2𝑑字节。为保持数值稳定性，优化器通常维护一份 FP32
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格式的参数副本，额外占用 4𝑑字节。因此，参数相关显存总共约 6𝑑字节。
• 优化器状态：这是 AdamW等自适应优化器显存消耗的主要来源。AdamW
需维护一阶动量（动量项）𝒎𝑡和二阶动量（自适应学习率项）𝒗𝑡，两者均

以 FP32格式存储，各占用 4𝑑 字节。因此，优化器状态显存开销为 8𝑑 字
节，是模型参数显存（FP16）的 4倍。对于 70B参数的 LLaMA模型，仅
优化器状态就需消耗约 560GB显存，远超单卡容量。

• 梯度：在反向传播过程中，梯度通常以 FP16格式存储，占用 2𝑑 字节。若
采用梯度累积或分布式训练，可能需要额外的梯度缓冲区。

• 激活值：激活值是反向传播计算梯度所必需的中间结果，其显存占用与模
型深度、批次大小、序列长度及隐藏维度密切相关。对于 Transformer架构，
每层激活值主要包括三类：一是注意力层的查询、键、值张量；二是注意

力分数矩阵，其显存需求随序列长度呈平方增长，是长序列训练的主要瓶

颈；三是前馈网络的中间结果，其维度通常为隐藏维度的数倍。堆叠全部

层后，大模型的激活值显存往往远超参数显存。

综合上述分析，使用 AdamW训练大模型时，单设备总显存需求可近似为：

总显存 ≈ 6𝑑⏟
参数

+ 8𝑑⏟
优化器状态

+ 2𝑑⏟
梯度

+激活值显存. (2-3)

以 7B 参数模型为例，总显存需求可达 120–150GB，远超消费级 GPU（如
RTX 4090的 24GB）容量[11]，甚至需要多卡 A100（80GB）才能容纳。这一“显
存墙”问题构成了本文研究的核心动机。

2.1.3零阶优化算法

与依赖反向传播的一阶优化算法不同，零阶优化算法仅通过查询目标函数

值来估计梯度，无需反向传播计算梯度，从根本上避免了存储中间激活值[43]。这

使得零阶优化算法在显存受限场景下具有独特优势，其显存占用可降至接近推

理水平。

最经典的零阶梯度估计方法基于同时扰动随机逼近（Simultaneous Perturba-
tion Stochastic Approximation, SPSA）。对于光滑函数 ℒ(𝜽)，其梯度可通过以下有
限差分公式近似：

∇̂ℒ(𝜽; 𝒖) = ℒ(𝜽 + 𝜇𝒖) − ℒ(𝜽 − 𝜇𝒖)
2𝜇 𝒖, (2-4)

其中 𝜇 > 0为扰动幅度（平滑参数），𝒖 ∈ ℝ𝑑 为随机扰动向量，通常服从标准高

斯分布𝒩 (𝟎, 𝑰𝑑)或 Rademacher分布（取值为 ±1）。该估计器的期望等于真实梯
度的平滑版本：

𝔼𝒖[∇̂ℒ(𝜽; 𝒖)] = ∇ℒ𝜇(𝜽) ≈ ∇ℒ(𝜽), (2-5)
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其中 ℒ𝜇(𝜽) = 𝔼𝒖[ℒ(𝜽 + 𝜇𝒖)]为高斯平滑后的目标函数。
基于该梯度估计器的理论分析表明，SPSA的收敛速率与参数维度 𝑑密切相

关。事实上，这一维度依赖性在零阶优化算法中普遍存在。针对前述光滑非凸优

化问题 (2-1)，现有文献给出了明确的复杂度界。Nesterov和 Spokoiny[27]提出的
零阶梯度下降算法，利用两点高斯随机梯度估计器，其收敛速率为 𝒪(𝑑/𝐾)（𝐾
为迭代次数），达到 𝜖-驻点所需的函数查询复杂度高达 𝒪(𝑑𝑛/𝜖)，其中 𝑛为训练样
本数量。此外，Ghadimi和 Lan[44]提出的零阶随机梯度下降算法，虽将收敛速率
提升至 𝒪(√𝑑/𝐾)，但其函数查询复杂度仍为 𝒪(𝑑/𝜖2)。这种对维度 𝑑 的依赖意味
着：当模型参数量达到数十亿规模时，所需的函数查询次数将呈线性增长，导致

计算开销难以承受且收敛效率极低。因此，如何突破维度依赖性是零阶优化应用

于大模型的关键挑战。

算法 2.1MeZO算法[16]

输入：模型参数 𝜽 ∈ ℝ𝑑，损失函数 ℒ，总步数 𝑇，扰动尺度 𝜀，学习率调度 {𝜂𝑡}，批量
大小 𝐵

输出：𝜽
1: for 𝑡 = 0, 1, ⋯ , 𝑇 − 1 do
2: 采样小批量 ℬ𝑡 ⊂ 𝒟和随机种子 𝑠𝑡

3: 𝜽 ← PerturbParams(𝜽, 𝜀, 𝑠𝑡), ℓ𝑡
+ ← ℒ(𝜽; ℬ𝑡) //正向扰动并计算损失

4: 𝜽 ← PerturbParams(𝜽, −2𝜀, 𝑠𝑡), ℓ𝑡
− ← ℒ(𝜽; ℬ𝑡) //反向扰动并计算损失

5: 𝜽 ← PerturbParams(𝜽, 𝜀, 𝑠𝑡) //恢复原始参数
6: 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑_𝑔𝑟𝑎𝑑 ← (ℓ𝑡

+ − ℓ𝑡
−)/(2𝜀) //投影梯度估计

7: 用种子 𝑠𝑡 重置随机数生成器 //复现扰动向量
8: for每个参数 𝜃𝑖 ∈ 𝜽 do
9: 生成 𝑧𝑖 ∼ 𝒩 (0, 1), 𝜃𝑖 ← 𝜃𝑖 − 𝜂𝑡 ⋅ 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑_𝑔𝑟𝑎𝑑 ⋅ 𝑧𝑖 //原地参数更新
10: end for
11: end for
12: 子程序 PerturbParams(𝜽, 𝜖, 𝑠):
13: 用种子 𝑠重置随机数生成器 //确保扰动可复现
14: for每个参数 𝜃𝑖 ∈ 𝜽
15: 生成 𝑧𝑖 ∼ 𝒩 (0, 1), 𝜃𝑖 ← 𝜃𝑖 + 𝜖 ⋅ 𝑧𝑖 //原地修改参数
16: end for
17: return 𝜽

MeZO[16]是首个将零阶优化算法应用于 LLM微调的工作，其微调显存开销
与推理阶段相近，算法流程详见算法 2.1。MeZO将经典零阶随机梯度下降改造
为原地操作，通过随机种子复现技术即时生成扰动向量，无需持久化存储，将扰

动向量的显存开销从 𝒪(𝑑)降至 𝒪(1)。在优化器设计上，MeZO直接复用 SGD[45]

或 Adam[46]等标准优化器的状态变量（如动量缓冲区），无需额外设计专用优化

器。更重要的是，MeZO仅需前向传播计算损失值，完全避免了反向传播所需的
中间激活值存储。从显存占用角度分析，MeZO的显存主要包括模型参数（FP16）
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2𝑑、可选的动量状态（FP32）4𝑑（若使用带动量的 SGD作为优化器），以及极小
的运行时开销𝒪(1)，总显存约为 2𝑑至 6𝑑字节。在单卡A100（80GB）上，MeZO
可训练 30B参数的模型，而基于反向传播的微调仅能训练 2.7B参数的模型[16]。

实验表明，MeZO 在多种任务上性能与基于反向传播的优化算法相当，且兼容
LoRA等参数高效微调技术，还可直接优化准确率等不可微目标。
尽管MeZO在显存效率上取得了显著突破，但其局限性仍不容忽视。首先，

MeZO依赖于全空间随机扰动，其理论收敛速率受参数维度 𝑑的制约，函数查询
复杂度为 𝒪(𝑑/𝜖2)[16,44]。当 𝑑 达到数十亿时，所需的函数查询次数极高，导致收
敛缓慢，需要极小的学习率和精细的扰动幅度调参。其次，研究表明，在复杂下

游任务（如多步推理等）上，MeZO的微调性能与基于反向传播的优化算法仍存
在一定差距[16]。因此，如何在保持显存效率的同时突破维度依赖性，仍是零阶

优化应用于大模型的关键挑战。

2.1.4基于动量的优化算法

基于动量的优化算法通过累积历史梯度信息来加速收敛，是大模型训练的

主流选择[47]。代表性的带动量的 SGD[48]（SGD with Momentum, SGDM）引入一
阶动量状态 𝒎𝑡，其更新规则可简化为：

𝒎𝑡 = 𝛽𝒎𝑡−1 + (1 − 𝛽)𝒈𝑡, (2-6)

𝜽𝑡+1 = 𝜽𝑡 − 𝜂𝑡𝒎𝑡, (2-7)

其中 𝛽 ∈ [0, 1)为动量系数（通常为 0.9）。此时优化器状态显存为 4𝑑字节（FP32）。
Adam[46]及其变体 AdamW[12]通过维护一阶动量 𝒎𝑡 和二阶动量 𝒗𝑡 两个状态

向量，为每个参数自适应调整学习率。以 AdamW[12] 为例，其更新规则可简化

为：

𝒎𝑡 = 𝛽1𝒎𝑡−1 + (1 − 𝛽1)𝒈𝑡, 𝒗𝑡 = 𝛽2𝒗𝑡−1 + (1 − 𝛽2)𝒈2
𝑡 , (2-8)

𝜽𝑡 = 𝜽𝑡−1 − 𝜂𝑡

⎛
⎜
⎜
⎝

𝒎𝑡/(1 − 𝛽𝑡
1)

√𝒗𝑡/(1 − 𝛽𝑡
2) + 𝜖

+ 𝜆𝜽𝑡−1

⎞
⎟
⎟
⎠

, (2-9)

其中 𝛽1, 𝛽2为衰减率（通常分别为 0.9和 0.999），𝜖 ≈ 10−8为数值稳定常数，𝜆为
权重衰减系数。从显存占用角度分析，AdamW需存储𝒎𝑡和 𝒗𝑡两个 FP32状态向
量，显存开销为 8𝑑字节。以 7B参数模型为例，AdamW优化器状态的存储需求
可达 56GB，远超消费级 GPU容量。这一严峻的显存挑战催生了对优化器状态
压缩技术的广泛研究，量化便是其中的代表性方向。
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2.2量化压缩在深度学习中的应用

量化是模型压缩领域中的核心技术[11]，旨在通过降低数值精度（例如从 32
位浮点数 FP32降至 8位整数 INT8或更低）来减少模型的存储与计算开销，同
时尽量保持模型性能[49]。该技术特别适用于资源受限的设备（如移动设备、嵌

入式系统）以及大规模深度学习模型的训练与推理场景。量化的数学本质在于

构建映射函数，将连续空间中的实数离散化至有限码本集合，通常借助缩放因子

与零点完成线性或非线性变换[50]。量化技术的优势主要体现在三个方面：首先，

在显存效率方面，通过减少参数、梯度及优化器状态的存储需求，有效缓解大模

型训练的“显存墙”问题[17,37]；其次，在计算性能方面，利用低精度整数运算单

元（如 Tensor Core）提升计算吞吐量，降低推理延迟[13,51-52]；最后，在能源效

率方面，降低数据搬运与计算过程中的能量消耗，提升能效比[11]。

2.2.1标量量化与向量量化

量化技术可分为标量量化（Scalar Quantization, SQ）与向量量化（Vector Quan-
tization, VQ）[53-54]。两者在编码方式、率失真性能及计算复杂度上存在显著差异，
适用于不同的应用场景。

标量量化独立处理每个数值元素，是最基础且应用最广泛的量化形式。给定

浮点数 𝑥 ∈ ℝ，量化函数quantize(𝑥)将其映射到有限码本 𝒞 = {𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑘} ⊂
ℝ中最近的值，即 quantize(𝑥) = argmin𝑐∈𝒞 |𝑥 − 𝑐|。以神经网络权重𝑾 为例，

标量量化通常通过对称均匀量化实现：

SQ(𝑾 ) = clamp(⌊
𝑾
𝑠 ⌉ , −2𝑏−1, 2𝑏−1 − 1) , 𝑠 = max(|𝑾 |)

2𝑏−1 − 1
, (2-10)

其中 𝑠为缩放因子，⌊⋅⌉表示四舍五入运算符，𝑏为量化位宽。从信息论角度，标
量量化的均方误差随比特率呈指数衰减[55-56]。但当比特率极低（如 1或 2比特）
时，码本容量极小，难以准确拟合复杂分布，量化误差急剧增大。尽管 GPTQ[57]、

AWQ[58]、QuaRot[52] 等算法通过逐层量化、异常值保护及旋转操作提升了精度，
但标量量化技术通常仅限于 3–4比特级别。当涉及到极低比特压缩时，标量量化
的均方误差在高压缩率下迅速恶化。

相比之下，向量量化将多个元素组成向量进行联合量化，利用维度间的相关

性，在相同比特率下获得更低的量化失真。给定待量化权重𝑾 ∈ ℝ𝑝×𝑞，VQ将
其重塑为维度为 (𝑝 ⋅ 𝑞/𝑘, 𝑘)的𝑾 ′，对于每个 𝑘维行向量，用码本 𝑪 ∈ ℝ2𝑛×𝑘 中

最近向量的索引替换。量化过程可表示为：

VQ(𝑾 ′) =
{
argmin

𝑗∈2𝑛
‖𝑾 ′

𝑖,∶ − 𝑪𝑗,∶‖𝐹 ∣ 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝 ⋅ 𝑞/𝑘
}

, (2-11)

码本 𝑪 的行向量代表聚类中心，当前研究提出了多种优化策略：VPTQ[59] 和
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GPTVQ[60] 分别通过 K-Means和期望最大化算法聚类源向量；AQLM[38]利用逐

层训练码本以获得更高准确性；QuIP#[61]则应用 Hadamard旋转抑制异常值并引
入预定义全局码本。向量量化在理论上有更好的率失真性能，尤其适合 2位及以
下的低比特场景，但主要挑战在于码本搜索复杂度为 𝒪(2𝑛 ⋅ 𝑘)，当码本规模较大
时需要近似最近邻搜索加速。

综上所述，标量量化实现简单但在极低比特下误差较大，向量量化利用维度

相关性可获得更好的压缩性能但计算开销较高。

2.2.2模型张量的量化压缩

在大模型训练过程中，需要存储的主要张量包括模型权重、激活值、梯度和

优化器状态[13]。量化通过对这些张量进行低精度表示，可显著降低显存占用。根

据是否参与训练过程，量化方法主要分为训练后量化（Post-Training Quantization,
PTQ）与量化感知训练（Quantization-Aware Training, QAT）两类范式[11,62]。

PTQ方法无需重新训练即可部署低比特模型，在高效性上具有明显优势[11]。

例如，GPTQ[57]采用二阶误差补偿策略，对大语言模型权重进行逐层校准，在 4
比特量化下保持 90%以上原始精度；SmoothQuant[63] 通过激活值平滑缩放解决
异常值问题，显著提升了 Transformer模型的 8比特量化效果；Duquant[51] 利用
旋转和置换变换减轻激活值异常值的影响，在 4位权重与激活值量化条件下实
现了先进性能。然而，PTQ在极低比特（⩽ 4比特）场景中仍存在明显的精度损
失，目前最先进的方法在 4比特量化下仍难以完全恢复模型的原始精度，这表明
硬件计算支持与实际可达到的模型性能之间仍存在显著差距[51-52]。

QAT方法将优化环节前置至训练阶段，在前向传播中将权重和激活值量化
为低比特表示，反向传播使用直通估计器近似量化操作的梯度，从而实现对量化

模型的优化[11]。BitNet系列[64-65]是极低比特大模型量化的开创性工作。BitNet[64]

训练具有二值权重的神经网络，BitNet b1.58[65] 训练具有三值权重的神经网络，
两者均考虑激活值为整数表示，进一步减少显存开销并加速前向过程。BitNet
A4.8[66] 结合了 1比特权重和 4比特激活值，展示了在 LLM中实现高效训练和
推理的可能性。这些研究不仅推动 QAT技术发展，也为量化技术在大模型中的
未来应用开辟新思路。

需要强调的是，PTQ和 QAT主要针对模型权重和激活值进行量化，并不涉
及优化器状态的压缩。即使在 QAT框架下进行全训练流程优化，AdamW等自
适应优化器仍需维护 FP32格式的一阶和二阶动量状态，显存开销并未减少。因
此，PTQ/QAT与优化器状态量化是正交的技术方向，前者面向推理部署或训练
过程中的权重/激活压缩，后者面向训练过程中的优化器显存优化。本文关注的
优化器状态量化可与 PTQ/QAT结合使用，进一步降低训练显存峰值。
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基于上述量化范式，不同类型张量的量化难度、研究热度及实际收益存在显

著差异，这取决于其生命周期、显存占比及对量化误差的敏感度。

模型权重量化研究最为成熟。权重在训练完成后相对静态，分布稳定，适合

PTQ方法。由于权重在整个训练和推理过程中持久存在，其量化收益可直接转
化为存储和带宽的节省，因此成为量化研究的重要目标[11]。

激活值量化主要用于推理加速和部分训练场景。激活值在前向传播中动态

生成，分布随输入变化，量化难度高于权重[11]。在训练场景中，混合精度训练

已广泛采用 FP16/BF16存储激活值，将显存占用减半。然而，由于数值稳定性考
虑，激活值通常不低于 8比特，更低比特会导致梯度计算失真，影响收敛[14]。

混合精度训练是量化神经网络内多种张量的代表性工作[13]。该方法通过使

用 16位浮点数（FP16或 BF16）存储前向激活、反向梯度及参数，将相关显存
占用减半。其中 BF16（Brain Floating Point）通过牺牲部分尾数精度换取更大的
动态范围，在大模型训练中比 FP16更稳定。然而，为避免梯度下溢和舍入误差，
混合精度训练仍需维护 FP32格式的优化器状态（一阶和二阶动量）及主参数副
本。因此，优化器状态显存并未减少，仍是主要瓶颈。以 AdamW为例，优化器
状态需维护两个 FP32动量向量，显存开销达 8𝑑 字节，占训练总显存的 50%以
上。这一限制促使研究者探索直接针对优化器状态的压缩技术[17,37]。

梯度量化研究相对较少，这一现象可从三个方面解释。首先，梯度的生命周

期短，在反向传播计算后立即用于参数更新，仅存在于单次迭代中，其显存占用

在更新后即可释放。其次，梯度的显存占比较低，对于 AdamW优化器，梯度以
FP16格式存储仅需 2𝑑 字节，远低于优化器状态的 8𝑑 字节（FP32），压缩收益
有限。最后，梯度累积操作对量化误差较为敏感，低比特表示可能导致更新方向

偏差，影响训练稳定性。因此，尽管有少量工作探索梯度量化，但其并非显存优

化的重点。

优化器状态量化是当前大模型训练显存优化的重要方向。对于 AdamW等自
适应优化器，需维护一阶动量 𝒎𝑡 和二阶动量 𝒗𝑡 两个 FP32状态向量，显存开销
达 8𝑑字节，占训练总显存的 50%以上[17,37]。因此，直接针对优化器状态进行量

化压缩是减少显存的重要手段。

低比特优化器采用低精度存储与高精度计算相结合的策略。具体而言，优化

器状态（如 AdamW的动量项）在静态存储时采用低精度格式，而在计算更新时
临时反量化为高精度，从而显著降低优化器的静态显存占用。低比特 AdamW优
化器的基本流程如算法 2.2所示。为了形式化描述这一过程，本文定义两个核心
函数接口：quantize(⋅)将高精度张量压缩为低比特表示（返回码本索引与缩
放因子），dequantize(⋅)则从低比特表示恢复为高精度张量近似值。

该算法的核心在于每步迭代中，动量状态以量化格式𝒎𝑞
𝑡 , 𝒗𝑞

𝑡 存储，仅在更新

13



第 2章 相关理论基础

算法 2.2低比特 AdamW优化器
输入：步数 𝑇 ,学习率 𝜂,超参数 𝛽1, 𝛽2,衰减参数 𝜆,常数 𝜖
输出：𝜽𝑇
1: 初始化 𝜽0, 𝒎𝑞

0 ← 0, 𝒗𝑞
0 ← 0

2: for 𝑡 = 1, ⋯ , 𝑇 do
3: 𝒈𝑡 ← ∇𝜽𝑓(𝜽𝑡−1) //计算梯度
4: 𝒎𝑡−1, 𝒗𝑡−1 ← dequantize(𝒎𝑞

𝑡−1),dequantize(𝒗𝑞
𝑡−1) //反量化恢复动量

5: 𝒎𝑡 ← 𝛽1𝒎𝑡−1 + (1 − 𝛽1)𝒈𝑡, 𝒗𝑡 ← 𝛽2𝒗𝑡−1 + (1 − 𝛽2)𝒈2
𝑡 //更新动量

6: 𝒎̂𝑡 ← 𝒎𝑡/(1 − 𝛽𝑡
1), ̂𝒗𝑡 ← 𝒗𝑡/(1 − 𝛽𝑡

2) //偏差校正
7: 𝜽𝑡 ← 𝜽𝑡−1 − 𝜂 (

𝒎̂𝑡
√ ̂𝒗𝑡+𝜖 + 𝜆𝜽𝑡−1) //更新参数

8: 𝒎𝑞
𝑡 , 𝒗𝑞

𝑡 ← quantize(𝒎𝑡),quantize(𝒗𝑡) //量化存储动量
9: end for

时临时反量化为高精度格式。8比特 AdamW优化器[37]采用分块动态量化以保持

训练稳定性；4比特 AdamW优化器[17]在此基础上进一步压缩动量状态，并针对

分母项提出无零点映射策略以避免除零异常。

优化器状态量化与传统的权重或激活量化存在本质区别，主要体现在以下

方面。第一，运算类型差异。权重、激活量化主要面向矩阵乘法运算，量化误差

在累加求和过程中往往能相互抵消或得到抑制。然而，优化器更新规则涉及敏感

的逐元素除法操作：

𝜽𝑡 = 𝜽𝑡−1 − 𝜂𝑡

⎛
⎜
⎜
⎝

𝒎𝑡/(1 − 𝛽𝑡
1)

√𝒗𝑡/(1 − 𝛽𝑡
2) + 𝜖

+ 𝜆𝜽𝑡−1

⎞
⎟
⎟
⎠

, (2-12)

其中二阶动量 𝒗𝑡 位于分母位置。这一特性对量化精度提出了极高要求，微小的

量化误差若导致分母异常，极易引发数值不稳定甚至训练发散。第二，动态分布

特性。权重在训练完成后相对静态，而优化器状态每步都在更新，分布随训练进

程持续变化，早期训练阶段与后期训练阶段的统计特性差异显著，要求量化策略

能够适应分布漂移。第三，误差累积效应。优化器状态参与多步迭代更新，单步

量化误差会通过动量机制累积。

尽管优化器状态量化取得了显著进展，但仍存在以下局限。首先，标量量化

在 4比特以下表示能力受限，难以精确捕捉优化器状态的细微变化。其次，向量
量化虽在理论上具有更强的表示能力，已在模型推理的权重压缩上实现 2-3比特
高保真压缩，但在优化器状态压缩上几乎仍是空白。最后，现有研究尚未系统性

地探索如何为 AdamW等优化器的动态状态设计高效、稳定的向量量化方案。

2.3低秩子空间在深度学习中的应用

低秩子空间方法通过将模型参数或梯度分解为低秩矩阵的乘积，在高维参

数空间中识别有效的低维流形，为大规模神经网络的高效优化提供了重要理论
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依据。近期研究表明，大模型的学习主要发生在一个显著的低秩子空间内[6,15]。

本节从低秩的基本概念出发，系统介绍通用权重子空间的研究、基于低秩的参数

高效微调和梯度子空间优化技术。

2.3.1低秩矩阵与近似理论

在线性代数中，矩阵的秩定义为该矩阵线性无关的行向量或列向量的最大

数量[67]。对于矩阵𝑾 ∈ ℝ𝑚×𝑛，若其秩 𝑟 ≪ min(𝑚, 𝑛)，则称该矩阵为低秩矩阵。
低秩矩阵可通过奇异值分解（Singular Value Decomposition, SVD）表示为：

𝑾 = 𝑼𝜮𝑽 T =
𝑟

∑
𝑖=1

𝜎𝑖𝒖𝑖𝒗T𝑖 , (2-13)

其中 𝜎1 ⩾ 𝜎2 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜎𝑟 > 0为奇异值，𝑼 ∈ ℝ𝑚×𝑟和 𝑽 ∈ ℝ𝑛×𝑟为正交矩阵[68]。

低秩结构的直观含义是：高维数据的有效信息实际上集中在少数几个主导

方向上，其余方向的贡献可忽略不计。这一特性在深度学习中表现为：神经网络

的权重矩阵、梯度矩阵等均呈现出显著的低秩特性[6,15]，为模型压缩和高效优化

提供了理论基础。

低秩近似的核心问题是如何用一个低秩矩阵 𝑾̃ 来逼近原始矩阵 𝑾，使得
近似误差最小化。形式化地，给定矩阵𝑾 ∈ ℝ𝑚×𝑛 和目标秩 𝑘 ≪ min(𝑚, 𝑛)，低
秩近似问题可表示为：

𝑾̃ = argminrank(𝑿)⩽𝑘‖𝑾 − 𝑿‖𝐹 , (2-14)

其中 ‖ ⋅ ‖𝐹 表示 Frobenius范数。Eckart-Young-Mirsky定理[69]为上述问题提供了

最优解：截断 SVD是最佳低秩逼近方法。具体而言，保留前 𝑘个最大的奇异值
及其对应的奇异向量，可得：

𝑾̃𝑘 =
𝑘

∑
𝑖=1

𝜎𝑖𝒖𝑖𝒗T𝑖 = 𝑼𝑘𝜮𝑘𝑽 T
𝑘 , (2-15)

其中 𝑼𝑘 ∈ ℝ𝑚×𝑘、𝜮𝑘 ∈ ℝ𝑘×𝑘、𝑽𝑘 ∈ ℝ𝑛×𝑘分别为截断后的左奇异向量、奇异值和

右奇异向量矩阵。该近似满足以下误差界：

‖𝑾 − 𝑾̃𝑘‖𝐹 =
√√√√
⎷

min(𝑚,𝑛)

∑
𝑖=𝑘+1

𝜎2
𝑖 . (2-16)

这一定理为深度学习中的低秩方法提供了关键理论支撑：当矩阵的奇异值

快速衰减时，仅需保留少量主成分即可实现高精度近似。在神经网络中，权重矩

阵和梯度矩阵通常呈现显著的奇异值衰减特性[15]，这意味着使用低秩表示不会

引入过大的近似误差。
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2.3.2通用权重子空间假说

近年来，关于深度神经网络过度参数化与泛化性能之间关系的探讨催生了

通用权重子空间假说。Kaushik等人[70]通过对超过 1100个在不同数据集、初始
化策略及超参数配置下训练的神经网络进行系统性分析发现，尽管这些网络的

任务背景迥异，其学到的权重表征最终均收敛于一个共享的低维子空间。

该发现深刻揭示了神经网络学习本质的几何解释。首先，在泛化性层面，该

假说解释了为何参数量远超样本规模的模型仍能有效避免过拟合，原因在于其

有效解空间被局限在极低维度的子空间内。其次，在架构主导性层面，研究指出

网络架构对可学习子空间范围的影响程度显著超越数据本身，从而解释了不同

初始化点最终能获得相似表示的现象，并为迁移学习的成功提供了理论依据。最

后，从优化理论视角看，若学习过程本质上发生在共享子空间内，则在低秩子空

间中进行参数寻优不仅可行，且更贴合神经网络的学习本质，这为 LoRA、权重
共享及稀疏训练等技术的有效性提供了底层逻辑支撑。

上述理论为显存高效优化算法提供了坚实的先验支撑，目前基于低秩子空

间的优化技术主要沿基于权重低秩的参数高效微调和基于梯度低秩的全参数优

化两条路径演进。

2.3.3基于权重低秩的优化方法

基于上述低秩理论，参数高效微调（Parameter-Efficient Fine-Tuning, PEFT）
中的低秩方法应运而生，旨在仅更新少量参数即可实现与全量微调相当的性能。

Hu等人[6] 提出低秩适配器（Low-Rank Adaptation, LoRA），是目前最流行的低
秩微调方法之一。LoRA假设权重更新矩阵具有低秩结构，将 𝛥𝑾 分解为两个低

秩矩阵的乘积：

𝑾 ′ = 𝑾 + 𝛥𝑾 = 𝑾 + 𝑩𝑨, 𝑩 ∈ ℝ𝑚×𝑟, 𝑨 ∈ ℝ𝑟×𝑛, (2-17)

其中 𝑟 ≪ min(𝑚, 𝑛)为秩超参数（通常取 8–64）。LoRA仅需训练 𝑨和 𝑩，可训练
参数量降至原模型的 0.05%–3%，从而极大减少了微调时优化器状态的显存占用。

Lialin等人[71]提出 ReLoRA，利用周期性重置低秩分解技术，将 LoRA的思
想应用于神经网络预训练。该技术通过周期性地将低秩适配器合并回主权重，并

重新初始化适配器，实现了更稳定的低秩训练。

LoRA 和 ReLoRA 虽然验证了低秩假设的有效性，但两者均作用于权重空
间，且需要冻结部分参数或依赖全参数预训练初始化。与此不同，另一类方法选

择将低秩投影应用于梯度空间，从而实现真正的全参数学习。
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2.3.4基于梯度低秩的优化方法

Zhao等人[15]提出GaLore，首次将低秩投影应用于梯度而非权重。GaLore在
ReLoRA思路的基础上，考虑用梯度矩阵的截断奇异值分解构造低秩投影矩阵，
实现了基于动量的优化器状态的低秩存储。其核心思想是将梯度矩阵 𝑮𝑡 ∈ ℝ𝑚×𝑛

投影到低秩子空间：

𝑮̃𝑡 = 𝑷 T
𝑡 𝑮𝑡𝑸𝑡, 𝑷𝑡 ∈ ℝ𝑚×𝑟, 𝑸𝑡 ∈ ℝ𝑛×𝑟, (2-18)

其中投影矩阵 𝑷𝑡 和 𝑸𝑡 通过梯度 SVD 定期更新。优化器状态仅需在低秩空间
ℝ𝑟×𝑟 中维护，显存开销从 𝒪(𝑚𝑛)降至 𝒪(𝑟2)。GaLore在 LLaMA-7B预训练任务
上实现了与 Adam相当的性能，同时优化器状态显存减少高达 65.5%[15]。

后续改进如 APOLLO[72] 采用随机投影替代 SVD，避免了显式存储投影矩
阵，仅需保存随机种子，实现了更极致的显存节省，同时保持与 AdamW相当的
性能。

2.4本章小结

本章构建了支撑本文研究的理论框架。在优化算法方面，介绍了零阶优化算

法与基于动量的优化算法的基本原理及显存占用分析。在量化压缩方面，阐述了

标量量化与向量量化的数学基础，以及量化技术在深度学习中的常见应用。在低

秩子空间方面，从低秩矩阵定义与近似理论出发，结合通用权重子空间假说，系

统介绍了一些基于低秩分解和低秩近似的优化方法。上述理论为本文后续章节

的算法设计提供了基础支撑。
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第 3章 基于低秩子空间的大模型零阶梯度估计算法

本文以优化状态特性为统一视角，从梯度估计与优化器状态更新两个关键

环节出发，系统研究显存高效的零阶优化算法。本章聚焦第一个关键环节——梯

度估计，针对现有零阶优化算法梯度估计方差随模型参数量线性增长、导致收敛

缓慢的问题，提出基于随机子空间的零阶梯度估计算法 SubZero。

3.1引言

在 LLM 微调过程中，以 Adam[46]或 AdamW[12]为代表的一阶优化（First-
Order Optimization, FO）算法虽能取得良好性能，但其深度依赖反向传播机制。
在计算梯度时，FO算法必须在显存中持续缓存前向传播产生的中间激活值，导
致显存开销随模型规模与序列长度剧增[18,73]。为显著提升显存效率，MeZO[16]

首次将零阶优化（ZO）算法引入 LLM微调。该算法完全摒弃了反向传播，仅利
用前向传播的损失值进行有限差分梯度估计。由于无需存储任何中间激活值，其

微调时的显存占用降至与推理阶段相当的极低水平。然而，ZO梯度估计的方差
与模型参数维度呈线性正相关，在参数量巨大的 LLMs中，这种极高方差的梯度
估计会导致收敛极其缓慢，性能较 FO算法存在显著差距[19,22,28]。

降低 ZO梯度估计方差通常可加速收敛[29]。针对高方差问题，现有技术主要

可分为两类：第一种技术在训练过程中逐步增大批量大小，以减少 ZO梯度估计
中的梯度噪声和方差[22,28]，但这会导致训练后期因批量过大而产生显著的运行

时间和显存开销；第二种技术通过稀疏参数扰动（如随机稀疏剪枝掩码[19]和块

坐标扰动[18]）或参数高效微调[16,18]、张量化适配器[30]等技术减少可训练参数量。

近期理论研究[20,31]探索了在随机子空间内进行低维扰动以降低梯度方差、提升

收敛速率的算法。其核心改进在于对 SPSA（见公式 (2-4)）中的全空间扰动机制
进行了重构，通过投影矩阵 𝑷 将扰动向量 ̃𝒛限制在低维子空间中生成：

̃𝒛 = 𝑷 𝒛, (3-1)

其中 𝑷 ∈ ℝ𝑑×𝑞 为随机投影矩阵（元素服从𝒩 (0, 1)），𝒛 ∈ ℝ𝑞 为服从𝒩 (𝟎, 𝑰𝑞)的
低维扰动向量，𝑞 < 𝑑 为子空间维度。对应的子空间梯度估计器为：

∇̂ℒ(𝒘, 𝑷 ; ℬ)= ℒ(𝒘+𝜀𝑷 𝒛;ℬ)−ℒ(𝒘−𝜀𝑷 𝒛;ℬ)
2𝜀 𝑷 𝒛. (3-2)

然而，LLM参数规模庞大，全参数微调时 𝑷 矩阵维度达 𝑞 × 𝑑（𝑑 为总参数
量）[74]；在 LoRA等参数高效微调方案中矩阵规模依然可观[6]。这导致显存需求

与计算复杂度急剧上升。
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受此启发，本章提出首个应用于 LLM微调的随机子空间零阶梯度估计算法
SubZero，旨在应对高维模型微调中的显存与性能平衡挑战。核心引入了一种专
为 LLM架构定制的低秩扰动梯度估计机制：摒弃传统全秩扰动，采用分层低秩
策略，通过在每一层组合列正交矩阵与高斯随机矩阵生成低秩扰动矩阵。此外，

针对现有子空间算法计算开销大的问题，本算法采用分层特定小矩阵替代大型

投影矩阵，并引入延迟更新策略（周期性生成扰动），进一步减少额外显存和计

算开销。

理论层面，本章重构梯度估计等价形式，揭示与传统零阶[16]及随机子空间

算法[20]的本质差异，证明估计梯度能紧密逼近反向传播真实梯度，并建立收敛

性保证。实验表明，SubZero兼容全参数微调及 LoRA等参数高效微调多种训练
范式，在多种大语言模型微调任务上性能均显著优于传统零阶优化算法。

综上，本章的主要贡献如下：

（1）分析了梯度矩阵的低秩结构特性，提出了一种基于随机子空间的零阶梯
度估计算法 SubZero，通过在低维子空间内生成扰动并进行梯度估计，将梯度估
计方差从依赖模型总参数量降至仅依赖子空间维度，显著降低了梯度估计方差。

（2）分析了 SubZero梯度估计的等价形式，揭示了其与传统零阶算法及随机
子空间算法的本质差异，理论证明了估计梯度能紧密逼近反向传播真实梯度，且

方差显著低于传统零阶算法，并建立了与 SGD结合时的收敛性理论保证。
（3）通过在全参数微调及多种 PEFT方案（包括 LoRA、前缀微调和提示微

调）中的实验，验证了 SubZero在保持与MeZO相当显存开销的前提下，显著提
升了模型性能（如在 LLaMA-7B上提升 7.1%），展现了良好的兼容性与实用性。

3.2算法介绍

本节首先详述本章提出的 SubZero——一种面向 LLM微调的随机子空间零
阶梯度估计算法，随后阐述其在四种代表性微调方案中的集成。

3.2.1低秩扰动的零阶梯度估计器

本章算法的核心思想是：在低维子空间中探索更新方向，可显著降低梯度估

计方差[20,31]，相比 MeZO等在原始空间中的估计算法更具优势。这一思路的动
机源于近期研究的共同发现：LLM微调过程中的反向传播梯度会快速收敛至一
个低维子空间[15-16,23-24]。为验证该现象，本章在 OPT-1.3B架构上使用 SST-2数
据集进行实证分析，发现各层梯度矩阵在整个优化过程中均呈现显著的低秩结

构。如图 3.1所示，对梯度矩阵进行奇异值分解后观察到明显的谱衰减现象——
仅少数奇异值主导整个梯度谱，且该模式在不同层和训练阶段保持一致。
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奇异值谱

0 100 200 300 400 500
index

20

15

10

5

0

Lo
g 

of
 S

in
gu

la
r V

al
ue Block 3

Block 7
Block 11
Block 15
Block 19
Block 23

索引

奇
异
值
对
数
值

(b)第 100步时各层 q_proj梯度
矩阵的奇异值谱

图 3.1 LLM微调过程中梯度矩阵的低秩结构

基于上述观察，本章提出专为 LLM 微调定制的随机子空间零阶优化算法
SubZero。该算法通过在固有低维子空间中执行梯度估计，同时实现两个目标：（1）
显著降低梯度估计方差；（2）规避传统子空间算法[20,31]因显式维护投影矩阵（如

公式 3-2的矩阵 𝑷）而引入的额外显存开销。
分层随机子空间扰动。 LLM主要由执行矩阵乘法的全连接层构成。记第 𝑖

层可训练参数矩阵为𝑾𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑛𝑖，下面说明其低秩扰动矩阵 𝒁̃𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑛𝑖 的设计

方法。

本章提出分层低秩扰动策略，区别于先前针对整个模型参数的随机子空间算

法[20,31]。每步训练中：1. 生成低维随机矩阵𝒁𝑖 ∈ ℝ𝑟×𝑟（𝑟 ≪ min{𝑚𝑖, 𝑛𝑖}）2. 对两
个服从𝒩 (𝟎, 𝑰)的高斯随机矩阵进行 QR分解，生成列正交投影矩阵 𝑼𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑟

和 𝑽𝑖 ∈ ℝ𝑛𝑖×𝑟（见算法 3.1）
组合上述矩阵得到低秩扰动：

𝒁̃𝑖 = 𝑼𝑖𝒁𝑖𝑽 T
𝑖 , (3-3)

其中 𝒁̃𝑖位于由 𝑼𝑖和 𝑽𝑖张成的子空间内，𝒁𝑖为服从𝒩 (𝟎, 𝑰)的低维随机扰动矩
阵。SubZero的投影矩阵仅需通过权重矩阵、激活矩阵、历史 ZO梯度矩阵或随
机矩阵的 QR分解获得，其带来的额外显存开销可忽略不计。表 3.1展示了不同
投影矩阵生成方案在 OPT-1.3B/LLaMA2-7B（SST-2）和 OPT-13B（RTE）上的性
能对比。实验结果表明，本章提出的随机矩阵方案性能最优。相比之下，基于权

重和历史 ZO梯度的方案虽可行但性能显著受损；激活矩阵因依赖批量大小而效
果不佳，需更复杂的处理机制。

设模型含 𝑙层，参数矩阵集合𝒲 = {𝑾𝑖}𝑙
𝑖=1，扰动矩阵集合 𝒵̃ = {𝒁̃𝑖}𝑙

𝑖=1。类

似公式 (2-4)和 (3-2)，计算损失差值：

𝜌 = ℒ(𝒲 + 𝜀𝒵̃; ℬ) − ℒ(𝒲 − 𝜀𝒵̃; ℬ)
2𝜀 . (3-4)

（注：集合乘以标量表示对标量乘以集合中每个元素；集合相加表示对应元
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表 3.1 不同投影矩阵生成方案的性能对比（准确率%）

投影源 OPT-1.3B LLaMA2-7B OPT-13B

权重矩阵 91.5 91.7 65.3

激活矩阵 51.5 52.9 53.1

ZO梯度 89.6 92.0 67.5

随机矩阵 93.4 94.5 74.0

素相加。此仅为数学表达，实践中通过两次全模型前向传播计算 𝜌。）第 𝑖层的梯
度估计为：

∇̂ℒ(𝑾𝑖; ℬ) = 𝜌𝒁̃𝑖 = 𝜌𝑼𝑖𝒁𝑖𝑽 T
𝑖 . (3-5)

在第 3.3节中，本文分析了该梯度估计的有效性：定理 3.1证明了估计梯
度 (3-5) 与一阶算法中反向传播计算的原始梯度距离紧密；定理 3.2表明相比
MeZO[16]的梯度估计 (3-2)，本章的算法具有更小的方差和角度误差。

将估计梯度 (3-5)代入任意一阶优化器（如 SGD）：

𝑾 𝑡+1
𝑖 =𝑾 𝑡

𝑖 −𝜂𝑡∇̂ℒ(𝑾 𝑡
𝑖 ;ℬ𝑡)=𝑾 𝑡

𝑖 −𝜂𝑡𝜌𝑡𝑼 𝑡
𝑖 𝒁 𝑡

𝑖 𝑽 𝑡
𝑖
T. (3-6)

本章采用 SGD作为 SubZero的优化器。尽管优化器的选择与零阶梯度估计
机制在理论上相互正交，但为最大限度地提升显存效率，本章沿用 MeZO[16]的

设置采用 SGD。第 3.3节的定理 3.3保证了该组合的收敛性并给出了收敛速率界。

表 3.2 RoBERTa-large在 SST-2上全参数微调的显存开销对比

方法 显存开销（GB）

SGD 6.063

MeZO[16] 2.683

S-RGF[20] 23.845

SubZero 2.690

表 3.2展示了在相同实验设置下（包括分层扰动和子空间维度匹配），SubZero
与现有随机子空间算法 S-RGF[20] 的显存开销对比。在 RoBERTa-large全参数微
调 SST-2 任务上，S-RGF 的显存占用约为 SGD 的 4 倍、MeZO 的 8.8 倍，而
SubZero与MeZO相当。
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算法 3.1 GenerateProjMatrix(𝑚, 𝑛, 𝑟)
输入：参数矩阵维度 𝑚 × 𝑛，子空间秩 𝑟
1: 生成随机矩阵 𝑹1 ∈ ℝ𝑚×𝑟 和 𝑹2 ∈

ℝ𝑛×𝑟，元素服从𝒩 (0, 1)
2: 𝑼, _ ← QR_Decomposition(𝑹1)
3: 𝑽 , _ ← QR_Decomposition(𝑹2)
4: return 𝑼 , 𝑽

算法 3.2 PerturbParams(𝒲, 𝒰 , 𝒱, 𝑟, 𝜀, 𝑠)
输入：模型参数集𝒲，投影矩阵集 𝒰 , 𝒱，
秩 𝑟，扰动尺度 𝜀，随机种子 𝑠

1: 用随机种子 𝑠重置随机数生成器
2: for 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑙 do
3: 生成扰动矩阵 𝒁𝑖 ∈ ℝ𝑟×𝑟，服从𝒩 (𝟎, 𝑰)
4: 𝑾𝑖 ← 𝑾𝑖 + 𝜀𝑼𝑖𝒁𝑖𝑽 T

𝑖
5: end for
6: return 𝒲

算法 3.3 SubZero算法
输入：第 𝑖层参数矩阵𝑾𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑛𝑖 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑙)，损失 ℒ，总步数 𝑇，扰动尺度 𝜀，学习
率 {𝜂𝑡}，子空间更新频率 𝑇0，秩 𝑟

输出：𝒲𝑇 //符号约定：𝒲 𝑡 ={𝑾 𝑡
𝑖 }, 𝒰 𝑡 ={𝑼 𝑡

𝑖 }, 𝒱 𝑡 ={𝑽 𝑡
𝑖 }

1: for 𝑡 = 0, 1, ⋯ , 𝑇 − 1 do
2: 采样小批量 ℬ𝑡 和随机种子 𝑠𝑡

3: for 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑙 do
4: if 𝑡 mod 𝑇0 ≡ 0 then
5: 𝑼 𝑡

𝑖 , 𝑽 𝑡
𝑖 ← GenerateProjMatrix(𝑚𝑖, 𝑛𝑖, 𝑟)

6: else
7: 𝑼 𝑡

𝑖 ← 𝑼 𝑡−1
𝑖 , 𝑽 𝑡

𝑖 ← 𝑽 𝑡−1
𝑖

8: end if
9: end for
10: 𝒲 𝑡 ← PerturbParams(𝒲 𝑡, 𝒰 𝑡, 𝒱 𝑡, 𝑟, 𝜀, 𝑠𝑡), ℓ𝑡

+ ← ℒ(𝒲 𝑡; ℬ𝑡)
11: 𝒲 𝑡 ← PerturbParams(𝒲 𝑡, 𝒰 𝑡, 𝒱 𝑡, 𝑟, −2𝜀, 𝑠𝑡), ℓ𝑡

− ← ℒ(𝒲 𝑡; ℬ𝑡)
12: 𝒲 𝑡 ← PerturbParams(𝒲 𝑡, 𝒰 𝑡, 𝒱 𝑡, 𝑟, 𝜀, 𝑠𝑡)
13: 𝜌𝑡 ← (ℓ𝑡

+ − ℓ𝑡
−)/(2𝜀)

14: 用种子 𝑠𝑡 重置随机数生成器
15: for 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑙 do
16: 重生成扰动矩阵 𝒁 𝑡

𝑖 ∈ ℝ𝑟×𝑟，元素服从𝒩 (0, 1)
17: 𝑾 𝑡+1

𝑖 ← 𝑾 𝑡
𝑖 − 𝜂𝑡𝜌𝑡(𝑼 𝑡

𝑖 𝒁 𝑡
𝑖 𝑽 𝑡

𝑖
T)

18: end for
19: end for

3.2.2子空间延迟更新策略

根据公式 (3-6)，第 𝑡步第 𝑖层参数矩阵的梯度估计 ∇̂ℒ(𝑾 𝑡
𝑖 ; ℬ𝑡)位于由 𝑼 𝑡

𝑖 和

𝑽 𝑡
𝑖 定义的子空间内：𝑼 𝑡

𝑖 张成列空间，𝑽 𝑡
𝑖 决定行空间。若迭代生成这些矩阵，将

引入额外计算开销。

LLM微调需兼顾计算效率与梯度子空间近似精度：过短的更新间隔（如每
步更新）导致高计算成本并限制子空间探索；过长间隔则降低近似精度，无法捕

捉梯度子空间的演化特性。为此，本节提出延迟子空间更新策略：每 𝐹 > 1步训
练仅在首步重新生成 𝑼𝑖和 𝑽𝑖，后续 𝐹 − 1步保持不变（见算法 3.3第 4-7行）。通
过 QR分解两个独立随机矩阵生成列正交矩阵 𝑼𝑖 和 𝑽𝑖（见算法 3.1），该策略在
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各项实验中均展现出优异的运行效率与稳定的性能表现。

SubZero 每层仅维护三个小矩阵：扰动矩阵 𝒁𝑖 ∈ ℝ𝑟×𝑟 和列正交矩阵 𝑼𝑖 ∈
ℝ𝑚𝑖×𝑟、𝑽𝑖 ∈ ℝ𝑛𝑖×𝑟。由于 𝑟 ≪ min{𝑚𝑖, 𝑛𝑖}，此设计显著提升显存效率。结合原地操
作与分层参数更新（细节见附录A.1），SubZero在保持性能的同时大幅降低GPU
显存占用。例如，在 SST-2上全参数微调 OPT-1.3B[75]时，SubZero仅需 6.8GB显
存，而 SGD需 11.5GB，显存效率提升 1.6倍（见图 3.3(d)）。
算法 3.3总结了 SubZero的单步训练流程，主要包含三个阶段：
• 利用算法 3.1获取或复用投影矩阵；
• 执行算法 3.2以扰动参数并估算损失差值 𝜌；
• 基于公式 (3-6)逐层更新参数。

3.2.3参数高效微调方法集成

本节描述 SubZero在全参数微调[74]和三种主流参数高效微调（PEFT）方案
中的集成：LoRA[6]、前缀微调[76]和提示微调[77]。SubZero通常可轻松集成至这
些方案，但对极端非方阵（行列数差异极大）存在挑战——这在 LoRA中尤为突
出：其使用两个低秩矩阵 𝑨𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑘 和 𝑩𝑖 ∈ ℝ𝑘×𝑛𝑖（𝑘 ≪ min{𝑚𝑖, 𝑛𝑖}，如 𝑘 = 8
而 min{𝑚𝑖, 𝑛𝑖} = 2048[18]）近似全矩阵𝑾 ′

𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑛𝑖。此时无法找到 𝑟 ≪ 𝑘满足
公式 (3-3)，导致 SubZero难以直接应用。
为克服此限制，本节提出重塑策略：将原始非方阵转换为近似方阵。例如，

将 𝑨𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑘重塑为 𝑨′
𝑖 ∈ ℝ𝑚′

𝑖 ×𝑘′
，满足 𝑚𝑖𝑘 = 𝑚′

𝑖 𝑘′且 𝑚′
𝑖 接近 𝑘′。此重塑使公

式 (3-3)可应用于低秩扰动（𝑟 ≪ min{𝑚′
𝑖 , 𝑘′}）。第 3.4.3节表 3.8验证了该策略的

有效性。

3.3理论分析

本节从理论上分析 SubZero 为何能够降低梯度估计方差并加速收敛。在分
析前，首先定义必要的数学符号，并给出若干辅助引理。

3.3.1符号约定与投影构造

设神经网络包含 𝑙个可训练层，第 𝑖层参数矩阵维度为 𝑚𝑖 × 𝑛𝑖，定义：

𝑷 = bdiag(𝑽1 ⊗ 𝑼1, ⋯ , 𝑽𝑙 ⊗ 𝑼𝑙), (3-7)

𝒛 = [vec(𝒁1)T, ⋯ , vec(𝒁𝑙)T]T, (3-8)

̃𝒛 = [vec(𝒁̃1)T, ⋯ , vec(𝒁̃𝑙)T]T. (3-9)

其中 𝑼𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑖×𝑟 和 𝑽𝑖 ∈ ℝ𝑛𝑖×𝑟 为列正交矩阵（满足 𝑼T
𝑖 𝑼𝑖 = 𝑽 T

𝑖 𝑽𝑖 = 𝑰𝑟），𝑟为子
空间秩，⊗表示 Kronecker积，bdiag(⋅)表示块对角矩阵，vec(⋅)表示矩阵向量化
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操作。整个投影矩阵 𝑷 ∈ ℝ𝑑×𝑞 满足 𝑷 T𝑷 = 𝑰𝑞，其中 𝑑 = ∑𝑙
𝑖=1 𝑚𝑖𝑛𝑖为总参数量，

𝑞 = 𝑙𝑟2为子空间维度。

3.3.2辅助引理

引理 3.1 (层投影矩阵的列正交性)： 设 𝒁̃ = 𝑼𝒁𝑽 T，其中 𝑼 ∈ ℝ𝑚×𝑟，𝒁 ∈ ℝ𝑟×𝑟，

𝑽 ∈ ℝ𝑛×𝑟，且 𝑼T𝑼 = 𝑽 T𝑽 = 𝑰𝑟。则有 vec(𝒁̃) = 𝑷 vec(𝒁)且 𝑷 T𝑷 = 𝑰𝑟2，其中

𝑷 = 𝑽 ⊗ 𝑼。
证明 由于 vec(𝑼𝒁𝑽 T) = (𝑽 ⊗ 𝑼)vec(𝒁)，只需证明 (𝑽 ⊗ 𝑼)T(𝑽 ⊗ 𝑼) = 𝑰𝑟2。实

际上，

(𝑽 ⊗ 𝑼)T(𝑽 ⊗ 𝑼) = (𝑽 T ⊗ 𝑼T)(𝑽 ⊗ 𝑼) = (𝑽 T𝑽 ) ⊗ (𝑼T𝑼) = 𝑰𝑟 ⊗ 𝑰𝑟 = 𝑰𝑟2 .

∎
引理 3.2 (块对角投影矩阵的列正交性)： 设块对角矩阵 𝑷 = bdiag(𝑷1, 𝑷2, ⋯ , 𝑷𝑙)，
且 ̃𝒛𝑖 = 𝑷𝑖𝒛𝑖，其中 𝑷 T

𝑖 𝑷𝑖 = 𝑰𝑟2，𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑙。则 ̃𝒛 = 𝑷 𝒛，且 𝑷 T𝑷 = 𝑰𝑙𝑟2，其中

̃𝒛 = [ ̃𝒛T1 , ⋯ , ̃𝒛T𝑙 ]T，𝒛 = [𝒛T1 , ⋯ , 𝒛T𝑙 ]T。
证明 易验证 ̃𝒛 = 𝑷 𝒛。此外，

𝑷 T𝑷 = bdiag(𝑷 T
1 , ⋯ , 𝑷 T

𝑙 )bdiag(𝑷1, ⋯ , 𝑷𝑙) = bdiag(𝑷 T
1 𝑷1, ⋯ , 𝑷 T

𝑙 𝑷𝑙) = 𝑰𝑙𝑟2 .

∎
以下给出高斯分布的几个基本性质，它们在后续证明中将被反复使用。

定义 3.1 (标准高斯向量)： 称 𝒛为 𝑛维标准高斯向量（记作 𝒛 ∼ 𝒩 (0, 𝑰𝑛)），若其
概率密度函数为 𝑝(𝒛) = 1

𝜅 𝑒− 1
2 ‖𝒛‖2
，其中 𝜅 > 0满足 ∫ℝ𝑛

1
𝜅 𝑒− 1

2 ‖𝒛‖2
𝑑𝒛 = 1。

定义 3.2 (卡方分布)： 设 𝒛 ∼ 𝒩 (0, 𝑰𝑛)，则称 𝑥 = ‖𝒛‖2服从自由度为 𝑛的卡方分
布，记作 𝑥 ∼ 𝜒2(𝑛)。
引理 3.3 (高斯分布的正交不变性)：设 𝒛 ∼ 𝒩 (0, 𝑰𝑛)，则对任意正交矩阵𝑸 ∈ ℝ𝑛×𝑛

和连续函数 𝑓，有 𝔼𝒛[𝑓 (𝒛)] = 𝔼𝒛[𝑓 (𝑸𝒛)]。
引理 3.4 (卡方分布的矩)： 若 𝑥 ∼ 𝜒2(𝑛)，则

𝔼[𝑥] = 𝑛, Var[𝑥] = 2𝑛.

引理 3.5 (Hessian Lipschitz函数的二次逼近)：[27]设 𝑓 ∈ 𝐶2,2
𝐿2

(ℝ𝑛)（即 𝑓的Hessian
矩阵是 𝐿2-Lipschitz连续的）。则对任意 𝒙, 𝒚 ∈ ℝ𝑛，有

|𝑓 (𝒚) − 𝑓(𝒙) − ⟨∇𝑓(𝒙), 𝒚 − 𝒙⟩ − 1
2⟨∇2𝑓(𝒙)(𝒚 − 𝒙), 𝒚 − 𝒙⟩| ⩽ 𝐿2

6 ‖𝒚 − 𝒙‖3.

引理 3.6 (高斯范数的矩)： [27]设 𝒛 ∼ 𝒩 (0, 𝑰𝑛)。当 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2时，有 𝔼𝒛[‖𝒛‖𝑡] ⩽ 𝑛𝑡/2；

当 𝑡 ⩾ 2时，有 𝑛𝑡/2 ⩽ 𝔼𝒛[‖𝒛‖𝑡] ⩽ (𝑛 + 𝑡)𝑡/2。
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引理 3.7 (一个二次型的期望)： 设 𝒛 ∼ 𝒩 (0, 𝑰𝑛)，则对任意 𝒚 ∈ ℝ𝑛，有

𝔼𝒛[‖⟨𝒚, 𝒛⟩𝒛‖2] = (𝑛 + 2)‖𝒚‖2.

证明 注意到对任意正交矩阵 𝑸 ∈ ℝ𝑛×𝑛，有

‖⟨𝒚, 𝑸𝒛⟩𝑸𝒛‖2 = ‖⟨𝑸T𝒚, 𝒛⟩𝒛‖2, ‖𝑸T𝒚‖ = ‖𝒚‖.

根据引理3.3，可取 𝒚 = [1, 0, ⋯ , 0]T，只需证明 𝔼𝒛[‖⟨𝒚, 𝒛⟩𝒛‖2] = 𝑛 + 2。利用引
理3.4可得

𝔼𝒛[‖⟨𝒚, 𝒛⟩𝒛‖2] = 𝔼𝒛 [

𝑛

∑
𝑖=1

𝒛2
1𝒛2

𝑖 ]
=

𝑛

∑
𝑖=1

𝔼𝒛[𝒛2
1𝒛2

𝑖 ]

= 𝔼𝒛1[𝒛4
1] + 𝔼𝒛1[𝒛2

1]
𝑛

∑
𝑖=2

𝔼𝒛[𝒛2
𝑖 ] = 𝑛 + 2.

∎

3.3.3梯度估计性质

SubZero使用对称差分进行梯度估计。下述定理给出其关键性质。
定理 3.1 (梯度估计性质)： 对于 SubZero的梯度估计，以下两条性质成立：
(a)梯度估计可等价表示为

̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛) = 𝑓(𝒙 + 𝜀𝑷 𝒛) − 𝑓(𝒙 − 𝜀𝑷 𝒛)
2𝜀 𝑷 𝒛, (3-10)

其中 𝒛 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰𝑞), 𝜀 > 0。
(b)设 𝑓 ∈ 𝐶2,2

𝐿2
(ℝ𝑑)（即 𝑓 的 Hessian矩阵 Lipschitz常数为 𝐿2），则估计梯度与

子空间内真实梯度的偏差满足

𝛷(𝒙) = ‖𝔼𝒛[ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)] − 𝑷 𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2
⩽ 𝜀2

6 𝐿2(𝑞 + 4)2.

证明 (a)由引理3.1和引理3.2，结论显然成立。
(b)记 𝑎𝒛(𝜏) = 𝑓(𝒙 + 𝜏𝒛) − 𝑓(𝒙) − 𝜏⟨∇𝑓(𝒙), 𝒛⟩ − 𝜏2

2 ⟨∇2𝑓(𝒙)𝒛, 𝒛⟩。引理3.5表明

|𝑎𝒛(±𝜀)| ⩽ 𝜀3

6 𝐿2‖𝒛‖3.

注意到

𝔼𝒛[ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)] − 𝑷 𝑷 T∇𝑓(𝒙)

= 𝑷
2𝜅𝜀 ∫ℝ𝑞

[𝑓 (𝒙 + 𝜀𝑷 𝒛) − 𝑓(𝒙 − 𝜀𝑷 𝒛) − 2𝜀⟨∇𝑓(𝒛), 𝑷 𝒛⟩]𝒛𝑒− 1
2 ‖𝒛‖2

𝑑𝒛.

因此，依据引理3.6，有

‖𝔼𝒛[ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)] − 𝑷 𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖

⩽ 1
2𝜅𝜀 ∫ℝ𝑞

|𝑓 (𝒙 + 𝜀𝑷 𝒛) − 𝑓(𝒙 − 𝜀𝑷 𝒛) − 2𝜀⟨∇𝑓(𝒛), 𝑷 𝒛⟩|‖𝒛‖𝑒− 1
2 ‖𝒛‖2

𝑑𝒛
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= 1
2𝜅𝜀 ∫ℝ𝑞

|𝑎𝑷 𝒛(𝜀) − 𝑎𝑷 𝒛(−𝜀)|‖𝒛‖𝑒− 1
2 ‖𝒛‖2

𝑑𝒛

⩽ 𝜀2𝐿2
6𝜅 ∫ℝ𝑞

‖𝒛‖4𝑒− 1
2 ‖𝒛‖2

𝑑𝒛 ⩽ 𝜀2

6 𝐿2(𝑞 + 4)2.

∎
定理3.1的 (a)部分给出了 SubZero梯度估计的等价形式，其与标准随机子空

间零阶优化算法的关键区别在于：SubZero利用了神经网络的层结构，通过块对
角投影矩阵 𝑷 实现层间解耦。这种设计保持了参数更新的层间独立性，同时显
著降低了子空间维度。

定理3.1的 (b)部分表明，当设置 𝜀 = 1
𝑞+4 时，梯度估计偏差𝛷(𝒙)的上界为常

数
𝐿2
6 ，与总参数量 𝑑 无关。这一性质对大语言模型优化至关重要——当 𝑑 达到

十亿级时，传统零阶算法（如MeZO）的梯度估计误差随 𝑑线性增长，而 SubZero
的误差仅取决于子空间维度 𝑞（通常 𝑞 ≪ 𝑑）。

3.3.4二次函数上的精确分析

为深入理解 SubZero的优化行为，本节在严格凸二次函数 𝑓(𝒙) = 𝒙T𝑯𝒙上
进行精确分析（𝑯 ∈ ℝ𝑑×𝑑 为正定矩阵）。该设定具有理论合理性：预训练大语

言模型的微调通常在局部极小值附近进行，该区域可被二次函数良好近似[78]。

定理 3.2 (二次函数上的梯度估计)：设 𝑓(𝒙) = 𝒙T𝑯𝒙且 𝒛 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰𝑞)，则 SubZero
的梯度估计满足：

𝔼𝒛[ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)] = 𝑷 𝑷 T∇𝑓(𝒙), (3-11)

𝔼𝒛[‖ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)‖2] = (𝑞 + 2)‖𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2, (3-12)

𝔼𝒛 [
⟨∇𝑓(𝒙), ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)⟩2

‖𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2‖ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)‖2 ]
= 1

𝑞 . (3-13)

证明 容易验证 ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛) = 𝑷 ⟨𝑷 T∇𝑓(𝒙), 𝒛⟩𝒛。因此 𝔼𝒛[ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)] = 𝑷 𝑷 T∇𝑓(𝒙)。
结合引理3.7，得到 𝔼𝒛[‖ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)‖2] = (𝑞 + 2)‖𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2。注意到对任意正交

矩阵 𝑸 ∈ ℝ𝑞×𝑞，有

𝔼𝒛 [
⟨∇𝑓(𝒙), ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)⟩2

‖𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2‖ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)‖2 ]
= 𝔼𝒛 [

⟨𝑷 T∇𝑓(𝒙), 𝒛⟩2

‖𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2‖𝒛‖2 ]

= 𝔼𝒛 [
⟨𝑷 T∇𝑓(𝒙), 𝑸𝒛⟩2

‖𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2‖𝑸𝒛‖2 ]

= 𝔼𝒛 [
⟨𝑸T𝑷 T∇𝑓(𝒙), 𝒛⟩2

‖𝑸T𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2‖𝒛‖2 ]
.

26



第 3章 基于低秩子空间的大模型零阶梯度估计算法

根据引理3.3，可取 𝑷 T∇𝑓(𝒙) = [1, 0, ⋯ , 0]T。于是

𝔼𝒛 [
⟨∇𝑓(𝒙), ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)⟩2

‖𝑷 T∇𝑓(𝒙)‖2‖ ̂𝑔𝜀(𝒙, 𝑷 , 𝒛)‖2 ]
= 𝔼𝒛 [

𝒛2
1

‖𝒛‖2 ]
= 1

𝑞 .

∎
定理3.2揭示了 SubZero在二次函数上的三个关键优势：
1. 无偏性（式 (3-11)）：梯度估计的期望精确等于子空间 𝑷 内的真实梯度

𝑷 𝑷 T∇𝑓(𝒙)。
2. 低方差（式 (3-12)）：梯度估计的方差与子空间维度 𝑞 线性相关。相比

MeZO（方差随 𝑑 线性增长），当 𝑞 ≪ 𝑑 时 SubZero显著降低了方差。例如，当
𝑑 = 109而 𝑞 = 104时，方差降低约 105倍。

3. 准确的方向性（式 (3-13)）：估计梯度与真实梯度的期望平方余弦相似度
为 1

𝑞，仅取决于子空间维度 𝑞。这保证了参数更新方向的高度准确性，对优化效
率至关重要。

3.3.5收敛性分析

基于上述性质，本节给出 SubZero的收敛性保证。本节的收敛性分析遵循由
简到繁的框架：首先研究固定子空间内的局部收敛性质，随后分析随机子空间的

统计性质，最后考虑子空间周期性切换对全局优化的影响，建立 SubZero的全局
收敛保证。

固定子空间内的局部收敛。为简化分析（遵循 Zhao等人[15]的方法），本节

先假设投影矩阵 𝑷 在优化过程中固定。该假设合理，因为 SubZero采用延迟更
新策略：𝑷 在多个迭代步内保持不变。本节给出必要的引理。
引理 3.8 (投影保持光滑性)： 设 ℎ(𝒚) = 𝑓(𝒙 + 𝑷 𝒚)，其中 𝑓 ∈ 𝐶1,1

𝐿1
(ℝ𝑑)，𝑷 T𝑷 = 𝑰，

则 ℎ ∈ 𝐶1,1
𝐿1

(ℝ𝑞)。
证明 若 𝑓 是 𝐿1-光滑的，则对任意 𝒚1, 𝒚2 ∈ ℝ𝑞，

‖∇ℎ(𝒚1) − ∇ℎ(𝒚2)‖ = ‖𝑷 T∇𝑓(𝒙 + 𝑷 𝒚1) − 𝑷 T∇𝑓(𝒙 + 𝑷 𝒚2)‖
⩽ ‖𝑷 T

‖ ‖∇𝑓(𝒙 + 𝑷 𝒚1) − ∇𝑓(𝒙 + 𝑷 𝒚2)‖

⩽ 𝐿1 ‖𝑷 (𝒚1 − 𝒚2)‖
= 𝐿1 ‖𝒚1 − 𝒚2‖ .

∎
引理 3.9 (随机梯度估计的范数上界)： [27]设 𝑓 ∈ 𝐶1,1

𝐿1
(ℝ)，则对任意 𝒙 ∈ ℝ，有

𝔼𝒛[‖𝑔𝜀(𝒙)‖2] = 𝔼𝒛 [‖
𝑓(𝒙 + 𝜀𝒛) − 𝑓(𝒙)

𝜀 ‖
2

]
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⩽ 4(𝑛 + 4)‖∇𝑓𝜀(𝒙)‖2 + 3𝜀2𝐿2
1(𝑓 )(𝑛 + 4)3.

以及

‖∇𝑓(𝒙)‖2 ⩽ 2‖∇𝑓𝜀(𝒙)‖2 + 𝜀2

2 𝐿2
1(𝑓 )(𝑛 + 6)3,

其中 𝑓𝜀(𝒙) = 𝔼𝒛[𝑓 (𝒙 + 𝜀𝒛)]。
引理 3.10 (固定子空间下的收敛性)： 设 𝒚∗ = argmin𝒙∈ℝ𝑞 ℎ(𝒚)，其中 ℎ ∈ 𝐶1,1

𝐿1
(ℝ𝑞)

且 ℎ非凸。令 ℰ𝑘 = (𝒛0, 𝒛1, ⋯ , 𝒛𝑘)，𝒛𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝑰𝑞)，步长 𝜂 = 1
4(𝑞+4)𝐿1

。{𝒚𝑘}𝑘>0是

由算法生成的序列。记 𝜙0 = ℎ(𝒚0)，对 𝑘 ⩾ 1，𝜙𝑘 = 𝔼ℰ𝑘−1[ℎ(𝒚𝑘)]。则对于固定的
𝑷，有

𝜙𝑘+1 − 𝜙𝑘 ⩽ −1
4𝜂𝔼ℰ𝑘 [‖∇ℎ(𝒚𝑘)‖2] + 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐿2
1 + 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐿1.

证明 若子空间 𝑷 ∈ ℝ𝑑×𝑞 固定，优化目标可重写为 min𝒚∈ℝ𝑞 ℎ(𝒚) ∶= 𝑓(𝒙 + 𝑷 𝒚)。
考虑随机梯度搜索算法ℛ𝒢𝜀(𝜀 > 0)：1)生成 𝒛𝑘 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰𝑞)，并计算对应的 𝑔𝜀(𝒚𝑘)；
2)更新 𝒚𝑘+1 = 𝒚𝑘 − 𝜂𝑘𝑔𝜀(𝒚𝑘)。

考虑估计一次迭代后函数 ℎ𝜀的变化。由于 ℎ是𝐿1-光滑的，且 ℎ𝜀的 Lipschitz
常数 𝐿𝜀 ⩽ 𝐿1

[27]，有

ℎ𝜀(𝒚𝑘+1) ⩽ ℎ𝜀(𝒚𝑘) − 𝜂𝑘⟨∇ℎ𝜀(𝒚𝑘), 𝑔𝜀(𝒚𝑘)⟩ + 1
2𝜂2

𝑘𝐿𝜀‖𝑔𝜀(𝒚𝑘)‖2.

对 𝒛𝑘取期望，得到

𝔼𝒛𝑘[ℎ𝜀(𝒚𝑘+1)] ⩽ ℎ𝜀(𝒚𝑘) − 𝜂𝑘‖∇ℎ𝜀(𝒚𝑘)‖2 + 1
2𝜂2

𝑘𝐿𝜀 𝔼𝒛𝑘[‖𝑔𝜀(𝒚𝑘)‖2].

由 ℎ ∈ 𝐶1,1(ℝ𝑞)及引理3.9，有

𝔼𝒛𝑘[ℎ𝜀(𝒚𝑘+1)] ⩽ ℎ𝜀(𝒚𝑘) − 𝜂𝑘‖∇ℎ𝜀(𝒚𝑘)‖2

+ 1
2𝜂2

𝑘𝐿1 (4(𝑞 + 4)‖∇ℎ𝜀(𝒚𝑘)‖2 + 3𝜀2𝐿2
1(𝑞 + 4)3) .

取 𝜂𝑘 = ̂𝜂 = 1
4(𝑞+4)𝐿1

，则

𝔼𝒛𝑘[ℎ𝜀(𝒚𝑘+1)] ⩽ ℎ𝜀(𝒚𝑘) − 1
2 ̂𝜂‖∇ℎ𝜀(𝒚𝑘)‖2 + 3𝜀2

32 𝐿1(𝑞 + 4).

对 ℰ𝑘取期望，得

𝜙𝑘+1 ⩽ 𝜙𝑘 − 1
2 ̂𝜂𝔼ℰ𝑘[‖∇ℎ𝜀(𝒚𝑘)‖2] + 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐿1.

由引理3.9，𝔼ℰ𝑘[‖∇ℎ(𝒚𝑘)‖2] ⩽ 2𝔼ℰ𝑘[‖∇ℎ𝜀(𝒚𝑘)‖2] + 𝜀2(𝑞+6)3

2 𝐿2
1。因此，

𝜙𝑘+1 − 𝜙𝑘 ⩽ −1
4 ̂𝜂𝔼ℰ𝑘 [‖∇ℎ(𝒚𝑘)‖2] + 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐿2
1 + 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐿1. (3-14)

∎
随机子空间的统计性质。接下来，本节分析随机子空间的统计性质。下述引
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理表明，若投影矩阵由 Gram-Schmidt正交化得到，则其期望满足特定形式。
引理 3.11 (随机投影性质 I)： 设矩阵 𝑨 = (𝒂1, 𝒂2, ⋯ , 𝒂𝑟) ∈ ℝ𝑛×𝑟 由独立同分

布列向量构成，且 𝒂𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝑰𝑛)。对 𝑨 执行 Gram-Schmidt 正交化过程：𝒖𝑘 =
𝒂𝑘 − ∑𝑘−1

𝑠=1 ⟨𝒂𝑘, 𝒆𝑠⟩𝒆𝑠，𝒆𝑘 = 𝒖𝑘
‖𝒖𝑘‖。记号 [𝒂𝑘]𝑖 ↔ [𝒂𝑘]𝑗 表示交换 𝒂𝑘 的第 𝑖个和第 𝑗

个元素，其他元素不变；[𝒂𝑘]𝑖 = −1 × [𝒂𝑘]𝑖表示仅将 𝒂𝑘的第 𝑖个元素乘以 −1，其
他元素不变。设 𝑓(𝑨, 𝑼, 𝑬)是矩阵 𝑨、𝑼 = (𝒖1, ⋯ , 𝒖𝑟)和 𝑬 = (𝒆1, ⋯ , 𝒆𝑟)的函数，
则

1. 若进行 [𝒂𝑘]𝑖 ↔ [𝒂𝑘]𝑗 或 [𝒂𝑘]𝑖 = −1 × [𝒂𝑘]𝑖操作，𝔼[𝑓]保持不变。
2. [𝒂𝑘]𝑖 ↔ [𝒂𝑘]𝑗 ⇒ [𝒖𝑘]𝑖 ↔ [𝒖𝑘]𝑗 且 [𝒆𝑘]𝑖 ↔ [𝒆𝑘]𝑗。

3. [𝒂𝑘]𝑖 = −1 × [𝒂𝑘]𝑖 ⇒ [𝒖𝑘]𝑖 = −1 × [𝒖𝑘]𝑖，[𝒆𝑘]𝑖 = −1 × [𝒆𝑘]𝑖，且对 𝑖 ≠ 𝑗，[𝒖𝑘]𝑗、

[𝒆𝑘]𝑗 不变。

4. 𝔼 [
[𝒖𝑘]2

𝑖
⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩] = 1

𝑛。

5. 𝔼 [
[𝒖𝑘]𝑖[𝒖𝑘]𝑗

⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩ ] = 0，其中 𝑖 ≠ 𝑗。
证明 根据实分析，在高斯分布下 𝑨几乎处处满秩，且 𝒖𝑘、𝒆𝑘几乎处处非零。

1. 由于 𝒂𝑘独立同分布，结论显然成立。

2. 对 𝑘 = 1，结论显然。假设对 𝑘 = 1, 2, ⋯ , 𝑘 − 1成立（𝑘 ⩾ 2），则 [𝒂𝑘]𝑖 ↔
[𝒂𝑘]𝑗 时，[𝒖𝑘]𝑖 = [𝒂𝑘]𝑖 − ∑𝑘−1

𝑠=1 ⟨𝒂𝑘, 𝒆𝑠⟩[𝒆𝑠]𝑖，[𝒖𝑘]𝑗 = [𝒂𝑘]𝑗 − ∑𝑘−1
𝑠=1 ⟨𝒂𝑘, 𝒆𝑠⟩[𝒆𝑠]𝑗，

[𝒆𝑘]𝑖 = [𝒖𝑘]𝑖/‖𝒖𝑘‖，[𝒆𝑘]𝑗 = [𝒖𝑘]𝑗 /‖𝒖𝑘‖。由强归纳假设，有 [𝒖𝑘]𝑖 ↔ [𝒖𝑘]𝑗，

[𝒆𝑘]𝑖 ↔ [𝒆𝑘]𝑗。

3. 对 𝑘 = 1，结论显然。假设对 𝑘 = 1, 2, ⋯ , 𝑘 − 1成立（𝑘 ⩾ 2），则

[𝒂𝑘]𝑖 = −1 × [𝒂𝑘]𝑖

⇒
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝒖𝑘]𝑖 = [𝒂𝑘]𝑖 × (−1) − ∑𝑘−1
𝑠=1 ⟨𝒂𝑘, 𝒆𝑠⟩[𝒆𝑠]𝑖 × (−1) = [𝒖𝑘]𝑖 × (−1),

[𝒖𝑘]𝑗 = [𝒖𝑘]𝑗 × 1 (𝑖 ≠ 𝑗),

进而

⎧⎪
⎨
⎪⎩

[𝒆𝑘]𝑖 = [𝒖𝑘]𝑖/‖𝒖𝑘‖ = [𝒆𝑘]𝑖 × (−1),

[𝒆𝑘]𝑗 = [𝒆𝑘]𝑗 × 1 (𝑖 ≠ 𝑗).

由强归纳假设得证。

4. 由于 0 ⩽ [𝒖𝑘]2
𝑖

⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩ ⩽ 1，期望存在。由性质 (2)，[𝒂𝑘]𝑖 ↔ [𝒂𝑘]𝑗时
[𝒖𝑘]2

𝑖
⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩ 与

[𝒖𝑘]2
𝑗

⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩
互换，因此所有 𝑖的期望相等。于是

𝔼
[

[𝒖𝑘]2
𝑖

⟨𝒖𝑘, 𝒖𝑘⟩]
× 𝑛 =

𝑛

∑
𝑠=1

𝔼
[

[𝒖𝑘]2
𝑠

⟨𝒖𝑘, 𝒖𝑘⟩]
= 𝔼 [

⟨𝒖𝑘, 𝒖𝑘⟩
⟨𝒖𝑘, 𝒖𝑘⟩] = 1,

故 𝔼 [
[𝒖𝑘]2

𝑖
⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩] = 1

𝑛。
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5. 由 |
[𝒖𝑘]𝑖[𝒖𝑘]𝑗

⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩ | ⩽ |
[𝒖𝑘]2

𝑖 +[𝒖𝑘]2
𝑗

2⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩ | ⩽ 1，期望存在。根据性质 (3)，将 [𝒂𝑘]𝑖 乘以 −1

会使 [𝒖𝑘]𝑖变号而 [𝒖𝑘]𝑗 不变，从而
[𝒖𝑘]𝑖[𝒖𝑘]𝑗

⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩ 变号。由于分布对称，期望为 0。
∎

引理 3.12 (随机投影性质 II)： 设 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑟 的元素为独立同分布的标准正态随

机变量。对 𝑨执行 Gram-Schmidt正交化得到列正交矩阵 𝑸 ∈ ℝ𝑛×𝑟（列向量为

𝒆1, ⋯ , 𝒆𝑟）和上三角矩阵 𝑹。则对每个 𝑘 = 1, 2, ⋯ , 𝑟，有

𝔼[𝒆𝑘𝒆T𝑘] = 1
𝑛𝑰𝑛,

其中 𝑰𝑛为 𝑛阶单位矩阵。
证明 由 Gram-Schmidt过程，𝒆𝑘 = 𝒖𝑘/‖𝒖𝑘‖，𝒖𝑘 = 𝒂𝑘 − ∑𝑘−1

𝑠=1 ⟨𝒂𝑘, 𝒆𝑠⟩𝒆𝑠，故 𝒆𝑘𝒆T𝑘 =
𝒖𝑘𝒖T𝑘

⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩。其 (𝑖, 𝑗)元为 𝔼 [
[𝒖𝑘]𝑖[𝒖𝑘]𝑗

⟨𝒖𝑘,𝒖𝑘⟩ ]。由引理3.11，当 𝑖 = 𝑗时该期望为 1/𝑛，当 𝑖 ≠ 𝑗
时为 0。因此 𝔼[𝒆𝑘𝒆T𝑘] = 1

𝑛𝑰𝑛。 ∎
引理 3.13 (随机投影性质 III)： 设 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑟 的元素为独立同分布的标准正态随

机变量。对 𝑨进行 QR分解得到列正交矩阵 𝑸 ∈ ℝ𝑛×𝑟。则

𝔼[𝑸𝑸T] = 𝑟
𝑛𝑰𝑛.

证明 由线性性及 𝑸𝑸T = ∑𝑟
𝑘=1 𝒆𝑘𝒆T𝑘，结合引理3.12得

𝔼[𝑸𝑸T] =
𝑟

∑
𝑘=1

𝔼[𝒆𝑘𝒆T𝑘] =
𝑟

∑
𝑘=1

1
𝑛𝑰𝑛 = 𝑟

𝑛𝑰𝑛.

∎
引理 3.14 (随机投影性质 IV)： 设 𝑨1 ∈ ℝ𝑚×𝑟、𝑨2 ∈ ℝ𝑛×𝑟 的元素均为独立同分

布的标准正态随机变量。分别对它们进行 QR分解得到列正交矩阵 𝑸1 ∈ ℝ𝑚×𝑟、

𝑸2 ∈ ℝ𝑛×𝑟。定义 𝑷 = 𝑸2 ⊗ 𝑸1，则

𝔼[𝑷 𝑷 T] = 𝑟2

𝑚𝑛𝑰𝑚𝑛.

证明 由 Kronecker积的性质，

𝔼[𝑷 𝑷 T] = 𝔼[(𝑸2⊗𝑸1)(𝑸T
2 ⊗𝑸T

1 )] = 𝔼[(𝑸2𝑸T
2 )]⊗𝔼[(𝑸1𝑸T

1 )] = 𝑟
𝑛𝑰𝑛⊗ 𝑟

𝑚𝑰𝑚 = 𝑟2

𝑚𝑛𝑰𝑚𝑛.

∎
子空间切换下的全局收敛。最后，结合实际优化过程中子空间的延迟更新机

制，本节给出 SubZero的全局收敛性定理及其证明。
定理 3.3 (全局收敛性)： 设 𝑓 ∈ 𝐶1,1

𝐿1
(ℝ𝑑)为非凸函数，且存在下界 𝑓 ∗。记随机

噪声序列为 ℰ𝑘 = (𝒛0, 𝒛1, ⋯ , 𝒛𝑘)，其中 𝒛𝑘 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰𝑞)；记投影矩阵序列为 𝒫𝑗 =
(𝑷0, 𝑷1, ⋯ , 𝑷𝑗)，其中 𝑷𝑗由式 (3-7)定义，且具有固定的更新频率 𝐹。则由 SubZero
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算法生成的序列 {𝒙𝑘}𝑘>0满足：

1
𝑇

𝑇 −1

∑
𝑘=0

𝔼ℰ𝑘,𝒫⌊𝑘/𝐹 ⌋ [‖∇𝑓(𝒙𝑘)‖2] ⩽ 𝜖,

其中，若扰动尺度 𝜀满足 𝜀 ⩽ 𝒪 (
𝜖1/2

𝑞3/2𝑑1/2𝐿3/2
1 )，则迭代次数 𝑇 的量级为 𝑇 = 𝒪 (

𝑑
𝜖 )。

此处 𝑇 = 𝐾𝐹，𝐾 表示子空间更新的总次数。
证明 设 𝒫𝑗 = (𝑷0, 𝑷1, ⋯ , 𝑷𝑗)，其中 𝑷𝑗 是由算法生成的投影矩阵序列，且 𝑗 ⩽ 𝐾。
根据引理3.8和引理3.10，当子空间固定时，可通过变换 ℎ(𝒚) = 𝑓(𝒙 + 𝑷 𝒚)将原问
题 𝑓 ∈ 𝐶1,1

𝐿1
(ℝ𝑑)转化为 ℎ ∈ 𝐶1,1

𝐿1
(ℝ𝑞)。考虑更新规则：

𝒚𝑗,0 = 0, ℎ𝑗(𝒚) = 𝑓(𝒙𝑗𝐹 + 𝑷𝑗𝒚), ∀𝑗 ∈ {0, 1, ⋯ , 𝐾 − 1},

𝒚𝑗,𝑘 = 𝒚𝑗,𝑘−1 − 𝜂∇̂ℎ𝑗(𝒚𝑗,𝑘−1), ∀𝑘 ∈ {0, 1, ⋯ , 𝐹 },

𝒙𝑗𝐹 +𝑘 = 𝒙𝑗𝐹 + 𝑷𝑗𝒚𝑘.

在第 𝑗 个子空间内，投影矩阵 𝑷𝑗 保持不变，因此可在当前子空间内累积 𝜙
的变化。由引理3.10，

𝜙(𝑗+1)𝐹 − 𝜙𝑗𝐹 ⩽ −1
4 ̂𝜂

𝐹 −1

∑
𝑖=0

𝔼ℰ𝑗𝐹 +𝑖 [‖∇ℎ𝑗(𝒚𝑗,𝑖)‖2] + 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐹 𝐿2
1 + 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐹 𝐿1

⩽ −1
4 ̂𝜂𝔼ℰ𝑗𝐹 [‖∇ℎ𝑗(𝒚𝑗,0)‖2] + 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐹 𝐿2
1 + 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐹 𝐿1.

注意到∇ℎ𝑗(𝒚𝑗,0) = 𝑷 T
𝑗 ∇𝑓(𝒙𝑗𝐹 )。对历史投影矩阵𝒫𝑗取期望，并利用引理3.14

（𝔼[𝑷𝑗𝑷 T
𝑗 ] = 𝑞

𝑑 𝑰，且 𝑷𝑗 与 𝒙𝑗𝐹 独立），得

𝔼𝒫𝑗+1[𝜙(𝑗+1)𝐹 ] − 𝔼𝒫𝑗 [𝜙𝑗𝐹 ]

⩽ −1
4 ̂𝜂𝔼ℰ𝑗𝐹 ,𝒫𝑗 [‖(𝑷𝑗)T∇𝑓(𝒙𝑗𝐹 )‖2

] + 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐹 𝐿2
1 + 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐹 𝐿1

= − 𝑞
4𝑑 ̂𝜂𝔼ℰ𝑗𝐹 ,𝒫𝑗 [‖∇𝑓(𝒙𝑗𝐹 )‖2] + 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐹 𝐿2
1 + 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐹 𝐿1.

假设 𝑓(𝒙) ⩾ 𝑓 ∗ 对所有 𝒙 ∈ ℝ𝑑 成立，并令 𝑇 = 𝐾𝐹，将上述不等式对 𝑗 求
和得到

𝔼𝒫𝐾−1[𝜙𝑇 ] ⩽ 𝔼𝒫0[𝜙0] − 𝑞
4𝑑 ̂𝜂

𝐾−1

∑
𝑗=0

𝔼ℰ𝑗𝐹 ,𝒫𝑗 [‖∇𝑓(𝒙𝑗𝐹 )‖2]

+ 𝑇 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐿2
1 + 𝑇 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐿1.

由于 𝔼𝒫𝐾−1[𝜙𝑇 ] ⩾ 𝑓 ∗，移项得

𝑞
4𝑑 ̂𝜂

𝐾−1

∑
𝑗=0

𝔼ℰ𝑗𝐹 ,𝒫𝑗 [‖∇𝑓(𝒙𝑗𝐹 )‖2] ⩽ 𝔼𝒫0[𝜙0] − 𝑓 ∗ + 𝑇 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐿2
1 + 𝑇 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐿1.
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代入 ̂𝜂 = 1
4(𝑞+4)𝐿1

，得

𝑞
16𝑑(𝑞 + 4)𝐿1

𝐾−1

∑
𝑗=0

𝔼ℰ𝑗𝐹 ,𝒫𝑗 [‖∇𝑓(𝒙𝑗𝐹 )‖2] ⩽ 𝔼𝒫0[𝜙0] − 𝑓 ∗

+ 𝑇 𝜀2(𝑞 + 6)3

8 𝐿2
1 + 𝑇 3𝜀2(𝑞 + 4)

32 𝐿1.

因此，

1
𝑇

𝑇 −1

∑
𝑘=0

𝔼ℰ𝑘,𝒫⌊𝑘/𝐹 ⌋ [‖∇𝑓(𝒙𝑘)‖2] ⩽
16(𝑞 + 4)𝑑𝐿1(𝔼𝒫0[𝜙0] − 𝑓 ∗)

𝑞𝑇

+ 2𝜀2(𝑞 + 6)3(𝑞 + 4)𝑑
𝑞 𝐿3

1 + 3𝜀2(𝑞 + 4)2𝑑
2𝑞 𝐿2

1.

为使 1
𝑇 ∑𝑇 −1

𝑘=0 𝔼[‖∇𝑓(𝒙𝑘)‖2] ⩽ 𝜖，可取

𝜀 ⩽ 𝒪
(

𝜖1/2

𝑞3/2𝑑1/2𝐿3/2
1 )

,

则期望迭代步数的上界为 𝒪 (
𝑑
𝜖 )。 ∎

3.4实验结果与分析

本节通过综合实验评估 SubZero的有效性。本节首先介绍实验设置，包括数
据集、模型、对比算法和实现细节。然后展示主实验结果，对比 SubZero与主流
零阶优化算法的性能。接着通过消融实验验证关键设计选择。最后分析 SubZero
的收敛行为和计算效率。

3.4.1实验设置

模型与数据集。实验使用两类语言模型：（1）中等规模掩码语言模型
RoBERTa-large[79]；（2）大规模自回归语言模型 OPT-1.3B/13B[75]、LLaMA2-
7B[80]和Mistral-7B[81]。下游任务涵盖 SuperGLUE基准[82]（包括BoolQ[83]、CB[84]、
COPA[85]、MultiRC[86]、ReCoRD[87]、RTE[88]、WiC[89]、WSC[90]）、SST-2[91]、
SQuAD[92]和DROP[93]等。对于 RoBERTa-large，额外使用 SST-5[91]、MNLI[94]和
SNLI[95]评估非可微目标优化能力。参照MeZO[16]实验设置，每个任务随机抽取

1000个样本用于训练，500个用于验证，1000个用于测试（RoBERTa-large每类
512个样本）。
评估指标方面，分类任务与多项选择任务采用准确率（Accuracy, %），生成

任务（SQuAD、DROP）采用 F1分数（%），所有指标均以百分比形式呈现。
微调方案。遵循 MeZO[16]的设置，本节评估四种微调方案：全参数微调

（FT）[74]和三种参数高效微调（PEFT）方法——LoRA[6]、前缀微调（Prefix Tun-
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ing）[76]和提示微调（Prompt Tuning）[77]。其中 LoRA秩设为 8，LoRA的系数 𝛼设
为 16，前缀微调的词元长度设为 5，提示微调的词元长度设为 10。
对比算法。零阶优化算法包括MeZO[16]、ZO-AdaMU[28]、S-MeZO[19]、Hi-

ZOO[96]和 LOZO[73]。作为首个且最流行的 LLM零阶优化算法，MeZO是本章的
主要对比基线，同时本章使用一阶优化器 SGD作为性能基准。同时对比零样本、
上下文学习（In-Context Learning, ICL）[97]和线性探测（Linear Probing, LP）[98]。
实现细节。所有实验在单张 A800 GPU 上使用 PyTorch 2.1.0+CUDA 11.8

实现。默认批量大小为 16，使用无动量 SGD 优化器。SubZero 采用延迟更
新策略，子空间更新频率在 {500, 1000, 2000} 中选择，秩 𝑟 根据模型规模在
{4, 8, 16, 32, 64, 128} 中选择。借助范数对齐技巧（见附录 A.1），SubZero 可直
接沿用MeZO的超参数设置。完整超参数搜索网格见附录 A.2。

3.4.2性能评估

SuperGLUE基准上的性能对比。遵循MeZO[16]的设置，本节在 SuperGLUE
基准[82]上使用 OPT-13B评估 SubZero。该基准涵盖分类、多项选择和生成等多
种任务类型（见表 3.3）。零阶算法应用于全参数微调（FT）和 LoRA两种方案。

表 3.3 SuperGLUE基准上 OPT-13B微调性能对比

任务类型 ————————分类任务———————— –多项选择 – —生成任务— 平均相对
任务 SST-2 RTE CB BoolQ WSC WIC MultiRC COPA ReCoRD SQuAD DROP 百分比

SGD(FT) 94.9 82.3 85.7 78.4 65.3 65.8 74.2 90.0 82.4 88.0 35.5 -

零样本 58.8 59.6 46.4 59.0 38.5 55.0 46.9 80.0 81.2 46.2 14.6 -
上下文学习 87.0 62.1 57.1 66.9 39.4 50.5 53.1 87.0 82.5 75.9 29.6 -
线性探测 93.4 68.6 67.9 59.3 63.5 60.2 63.5 55.0 27.1 3.7 11.1 -

MeZO(FT) 92.1 71.5 71.4 74.4 61.5 60.0 60.1 87.0 82.0 84.2 31.2 0%
ZO-AdaMU(FT) 92.1 72.9 67.9 73.0 61.5 60.7 63.0 89.0 83.0 82.4 32.0 0.46%
S-MeZO(FT) 92.3 76.9 75.0 76.5 61.1 58.2 63.3 87.0 71.2 77.9 31.9 -0.10%
HiZOO(FT) 91.3 69.3 69.4 67.3 63.5 59.4 55.5 88.0 81.4 81.9 31.3 -2.15%
LOZO(FT) 92.9 73.6 71.4 70.7 63.5 60.2 60.3 87.0 81.7 84.5 30.7 0.10%
SubZero(FT) 92.1 74.0 73.2 75.3 65.4 60.8 61.0 88.0 82.3 84.5 32.0 1.89%
MeZO(LoRA) 92.2 74.4 69.6 75.2 64.4 59.7 58.2 87.0 82.0 82.9 31.0 0%
ZO-AdaMU(LoRA) 88.0 72.0 71.6 72.6 60.1 56.4 58.9 88.0 83.2 76.8 32.4 -1.78%
S-MeZO(LoRA) 90.8 62.2 75.0 72.9 51.9 55.8 56.4 86.0 69.9 76.4 31.7 -5.79%
HiZOO(LoRA) 90.6 67.5 69.6 70.5 63.5 60.2 60.2 87.0 81.9 83.8 31.2 -1.16%
SubZero(LoRA) 93.8 75.5 71.4 76.1 65.4 60.3 60.3 89.0 81.9 83.7 31.3 1.57%
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(b) SQuAD: OPT-13B, LoRA
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(c) CB: LLaMA2-7B, Prompt

图 3.2 不同模型与设置下的训练损失曲线对比
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表 3.3展示了关键结果，最优零阶算法以粗体标出。结果表明：零阶算法显
著优于零样本、上下文学习和线性探测等基线算法，凸显了其提升预训练模型下

游任务性能的能力。经超参数精细调优后，作为首个 LLM零阶优化器的MeZO
表现出强劲竞争力。在 FT方案中，除 SubZero外，仅 ZO-AdaMU和 LOZO能超
越MeZO。SubZero在所有任务和微调方案中均持续优于MeZO：在 FT方案中，
SubZero相比MeZO平均提升 1.89%，且在所有任务上均保持稳定优势；在 LoRA
方案中，平均提升 1.57%，显著优于 S-MeZO（-5.79%）和 ZO-AdaMU（-1.78%）。
在 FT方案中，S-MeZO在多个分类任务上表现良好，但在 ReCoRD任务上即使
经过超参数调优仍表现不佳。排除 ReCoRD后，SubZero在 FT方案中仍以 2.05%
对 1.20%、在 LoRA方案中以 1.74%对-4.90%的优势领先 S-MeZO。
跨模型与跨方案的泛化性。此外，本节针对 SST-2任务微调 OPT-1.3B，针对

CB任务微调 LLaMA2-7B和Mistral-7B，并基于全参数微调 (FT)及三种 PEFT方
案（LoRA、前缀微调、提示微调）对 SubZero进行了评估。如表 3.4所示，SubZero
在所有模型和微调方案中均优于MeZO。值得注意的是，当MeZO在提示微调方
案中表现欠佳时，SubZero却表现出色，性能接近 SGD优化器。

表 3.4 不同模型与微调方案的性能对比

LLaMA2-7B Mistral-7B OPT-1.3B
FT LoRA 前缀 提示 FT LoRA 前缀 提示 FT LoRA 前缀 提示

SGD 69.6 75.0 69.6 69.6 73.2 75.0 69.6 62.5 93.2 93.0 93.1 90.7

MeZO 64.3 73.2 69.6 60.7 62.5 69.6 58.3 57.1 92.3 92.8 91.6 85.9
SubZero 71.4 75.0 76.8 66.1 64.3 73.2 64.3 62.5 93.4 92.9 92.2 89.1

图 3.2(a)-(c)展示了多条训练损失曲线，表明 SubZero通常比 MeZO收敛更
快且达到更低损失值。

非可微目标优化。遵循MeZO[16]，本节使用全参数微调方案，在 RoBERTa-
large 和 OPT-13B 上应用 SubZero 优化两个非可微目标：分类任务的准确率和
SQuAD任务的 F1分数。基线方法还包括使用可微交叉熵目标配合Adam、MeZO
和 SubZero的结果。如表 3.5所示，在两个非可微目标下，SubZero持续优于MeZO，
且与交叉熵目标下的性能差距缩小，表明其对不可导目标的鲁棒性。

3.4.3消融实验

本节通过三项消融实验验证 SubZero关键技术的有效性。具体分析涵盖正交
投影矩阵、子空间秩与更新频率以及 PEFT非方阵重塑策略对模型性能的影响，
旨在证实本章所提各核心设计的必要性。

正交投影矩阵的有效性。表 3.6系统验证了列正交约束在子空间构建中的关
键作用。实验结果显示，在 RTE 和 WSC 任务上，采用基于 QR 分解生成的列
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表 3.5 非可微目标下的微调性能对比

模型 RoBERTa-large OPT-13B
任务 SST-2 SST-5 SNLI MNLI SQuAD

零样本 79.0 35.5 50.2 48.8 46.2
交叉熵 (Adam) 93.9 55.9 88.7 83.8 84.2
交叉熵 (MeZO) 92.9 53.2 83.0 77.0 84.2
交叉熵 (SubZero) 93.4 54.0 84.7 77.4 84.5

准确率/F1 (MeZO) 92.4 46.5 81.9 73.9 80.2
准确率/F1 (SubZero) 92.7 47.1 83.0 74.8 81.1

正交投影矩阵，相较于直接使用高斯随机矩阵，准确率分别显著提升了 6.5%和
5.5%。这一性能增益归因于正交基能够更有效地保持子空间内的几何结构，避
免扰动方向的冗余，从而提升梯度估计质量。

表 3.6 正交投影矩阵效果对比

数据集 是否正交 准确率

RTE 7 67.5
3 74.0

WSC 7 59.6
3 65.1

表 3.7 子空间更新频率 𝐹 与秩 𝑟的影响

𝐹 \𝑟 32 64 128

500 72.6 70.0 72.2
1000 73.6 71.8 74.0
2000 72.2 73.3 72.2

20000 70.4 71.1 68.6

子空间维度与更新频率。表 3.7分析了子空间秩 𝑟 和更新频率 𝐹 的影响。
SubZero对秩的选择具有鲁棒性，在 𝑟 ∈ [32, 128]范围内性能波动小于 3%。但当
𝐹 = 20000（即单个子空间贯穿训练）时性能显著下降，验证了子空间更新策略
的必要性——过于稀疏的子空间切换会降低对优化轨迹的适应能力。

非方阵重塑策略。对于 PEFT 中存在的高度非方阵（如 LoRA 的低秩矩阵
𝐴 ∈ ℝ𝑑×𝑟, 𝑟 ≪ 𝑑），本章提出重塑策略以适配低秩扰动。表 3.8展示了 OPT-1.3B
在 SST-2任务上的验证结果。实验表明，重塑策略平均提升 5.3%，尤其在提示
微调中提升达 14.9%，验证了第 3.2.3节中重塑机制的有效性。

表 3.8 PEFT方案中非方阵重塑策略的效果

算法 LoRA 前缀 提示

MeZO 92.8 91.6 85.9
SubZero(无重塑) 92.1 89.4 74.2
SubZero(有重塑) 92.9 92.2 89.1

3.4.4进一步分析

显存效率与计算开销。尽管 SubZero 在生成投影矩阵时因 QR 分解引入了
额外计算与显存开销，但实验表明该资源成本严格可控。本节对比了零阶算法
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MeZO和 SubZero、SGD以及仅推理方法（零样本学习和上下文学习）在OPT-13B
上的显存消耗与运行时间。如表3.9所示，零阶算法（包括 SubZero）相比 SGD
实现超过 1.8倍的显存降低。值得注意的是，SubZero的显存占用与MeZO高度
接近，同时性能更优。本章在MeZO和 SubZero实验中均采用逐层参数更新策略
（见附录A.1），这使得全参数微调和 LoRA方案在保留一位小数时显存占用几乎
相同。

表 3.9 OPT-13B微调的峰值显存 (GB)与运行时间 (分钟)对比

任务 SST-2 WIC SQuAD

方法 显存 时间 显存 时间 显存 时间

零样本/上下文学习 24.2 0 24.8 0 27.2 0

SGD(全参数微调) 48.9 190.3 48.9 257.3 122.7 623.7

MeZO(全参数微调) 26.1 324.9 26.6 370.5 37.4 670.2

SubZero(全参数微调) 26.5 337.3 27.1 385.3 37.8 690.5

MeZO(LoRA) 26.1 123.9 26.6 171.6 37.4 476.7

SubZero(LoRA) 26.1 130.3 26.6 179.7 37.4 486.5

表3.10展示了不同规模 OPT系列模型上的实验结果，所有模型微调 20K步。
实验中，参数量低于 6.7B的模型使用 FP32精度，6.7B及以上规模的模型使用
BF16精度。具体而言，额外时间开销低于 8.5%（6.7B模型峰值 8.36%），显存
开销在 BF16精度下仍低于 1.8%。这说明随着模型复杂度增加，QR分解的计算
成本渐近可忽略，从而确立了 SubZero的实用可扩展性。

表 3.10 OPT系列模型在 SST-2数据集上微调的峰值显存与运行时间对比

模型
显存 (GB) 时间 (秒)

MeZO SubZero 额外开销 (%) MeZO SubZero 额外开销 (%)

OPT-1.3B 6.80 6.88 1.18 11215 11683 4.18

OPT-2.7B 12.40 12.60 1.61 21579 22335 3.51

OPT-6.7B 13.98 14.20 1.57 9833 10655 8.36

OPT-13B 26.08 26.53 1.73 18668 19245 3.09

梯度估计质量。如图 3.3 所示，SubZero 显著改善了梯度估计的质量。具
体而言，图 3.3(a) 展示了估计梯度 ̂𝒈 与真实期望梯度 𝒈 之间的余弦相似度
𝔼[cos( ̂𝒈, 𝒈)]，SubZero 相比 MeZO 有大幅提升。图 3.3(b) 展示了梯度估计的相
对方差 Var[‖ ̂𝒈‖2]/‖𝒈‖2，SubZero同样显著降低。这种更高质量的梯度估计直接
转化为更快的训练收敛速度，如图 3.3(c)所示。此外，图 3.3(d)表明 SubZero在
显著提升性能的同时，保持了与MeZO接近的极低峰值显存开销。
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图 3.3 提示微调方案下 OPT-1.3B模型在 SST-2数据集上的实验结果对比

与一阶优化器的内存-性能权衡。在正式实验中，本章为一阶优化器和零阶
优化器设置了相同的批量大小。此处本节调整 SGD的梯度累积步数，使其内存
占用与零阶优化器匹配，进而比较其收敛速度与性能。其中 SGD(BS, GA)表示
批量大小为 BS、梯度累积步数为 GA的 SGD。实验设置与图 3.3相同，实验结
果如图 3.4所示（所有算法均训练 20K步）。在相近内存占用下，SubZero的收
敛速率几乎与 SGD相当，超越MeZO，并达到与 SGD相当的测试准确率。
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图 3.4 OPT-1.3B在 SST-2数据集上采用提示微调时的训练指标对比

稳定性分析。本节进一步考察了随机种子和批次大小对 SubZero的影响。
首先，本节在提示微调方案下使用三个随机种子对 OPT-1.3B模型在 SST-2

数据集上进行微调。结果如表3.11所示，超参数设置见表A.2。不同随机种子下，
MeZO的方差较大，而 SubZero方差小且平均性能更优。

表 3.11 随机种子对 OPT-1.3B提示微调的影响

种子 42 0 1234 平均

MeZO 85.9 83.3 80.7 83.3

SubZero 89.1 89.4 89.2 89.2

接着，本节使用 RoBERTa-large 模型在全参数微调方案下于 SST-2 数据集
上考察批量大小对零阶优化器的影响。结果如表3.12所示。表3.5中训练轮次为
100K，而表3.12中为 20K。其余超参数与表3.5一致，详见附录A.2。对于零阶优化
器，较大批量总能获得更好性能。在各批量大小下，SubZero均展现出优于MeZO
的微调性能。
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表 3.12 批量大小对 RoBERTa-large全参数微调的影响

批量大小 算法 SST-2 SST-5 SNLI MNLI 平均

16
MeZO 91.7 44.7 77.3 53.0 66.7

SubZero 91.9 45.9 77.5 52.8 67.0

32
MeZO 92.9 45.4 78.3 53.2 67.5

SubZero 93.0 45.5 79.6 54.0 68.0

3.5本章小结

本章针对传统零阶优化梯度估计方差高、收敛慢的问题，提出了基于随机子

空间的零阶梯度估计算法 SubZero，在维持推理级显存开销的基础上改善了梯度
估计质量。理论分析建立了该算法对反向传播梯度的逼近性保证，推导了其估计

方差较MeZO等传统算法的显著降低，并给出了与 SGD结合时的收敛保证。实
验验证涵盖全参数微调与 LoRA、前缀微调等多种参数高效微调方案，结果表明
SubZero在精度与收敛速度上均有提升。本章工作为资源受限场景下的大模型微
调提供了一种可行的零阶梯度估计方案。
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第 4章 基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算法

上一章聚焦第一个关键环节——梯度估计，提出了基于随机子空间的零阶

梯度估计算法 SubZero，有效降低了梯度估计方差，提升了零阶优化算法的梯度
估计质量。本章聚焦第二个关键环节——优化器状态更新，针对基于动量的优化

器状态显存占用大、且现有量化方法在低于 4比特时易引发训练崩溃的问题，提
出基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算法 Polaris。

4.1引言

优化器状态量化是降低大模型训练显存的重要手段[11,17,37]。现有研究主要

聚焦标量量化（Scalar Quantization, SQ），即独立地对每个浮点数进行低位宽编
码（如将 32位压缩至 4位）[17,37]。然而，当比特宽度进一步降低至 4比特以下
时，标量量化面临根本性局限：由于标量量化的矩形网格无法适配优化器状态的

非均匀分布，导致极低比特下量化误差急剧增大，进而严重制约模型训练的稳定

性与最终性能。

向量量化（Vector Quantization, VQ）为突破这一瓶颈提供了自然思路。作为
一种经典的数据压缩技术，其核心思想是将多个标量参数组合成向量，并通过

共享的码本进行联合编码。相较于标量量化，VQ通过联合编码多个维度的参数，
能更好地捕捉数据的内在几何结构，理论上可提供更高的压缩上限[25-26]。

尽管向量量化在模型推理与权重压缩领域成果斐然[39,60]，但其在模型训练，

特别是针对优化器状态的压缩上，几乎仍是空白。现有研究尚未系统性地探索如

何为 AdamW等优化器的动态状态设计高效、稳定的向量量化方案。直接套用通
用向量量化技术（如基于欧氏距离最小化的 K-means聚类[39,60]）在优化器状态

压缩场景下并非最优解，主要面临两方面挑战：一方面，优化器状态是高频更新

的动态变量，而在线 K-means涉及昂贵的迭代计算开销，显著增加训练延迟；另
一方面，通用 VQ通常以最小化均方误差（MSE）为目标，可能导致重建误差低
但训练稳定性差，这与优化器的数值敏感性需求并不兼容。具体而言，一阶动量

决定更新方向，需降低角度误差以保证梯度方向准确；二阶动量位于分母位置，

需严格避开零点以防除零错误引发训练发散。因此，设计面向优化器状态的专用

向量量化方案，需在计算开销、量化误差控制和训练稳定性之间取得平衡。

针对上述挑战，本章提出基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算法——

Polaris。优化器状态的一阶和二阶动量呈现显著的非均匀分布特性，极坐标的半
径与角度解耦表示天然适配这一结构：角度划分控制梯度更新方向，通过均匀角
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量化降低方向误差；半径划分控制步长幅度，通过非均匀径向量化确保二阶动量

远离零点以防数值发散。该设计支持半径和角度的自适应比特分配，结构化网格

避免昂贵的训练与搜索开销，使 1.5-2比特优化器首次在预训练任务上达到与全
精度相当的效果。

综上，本章主要贡献如下：

（1）针对传统一维标量量化在极低比特（如 2 比特）下性能显著退化的问
题，深入分析了优化器动量的准高斯分布与圆对称性特征，提出了基于极坐标向

量量化的优化器状态压缩框架——Polaris。该框架基于上述分布特性构建了适配
AdamW/Adafactor的极坐标向量量化方案，显著降低了优化器状态的显存开销。
（2）针对有符号动量数据，从理论上严格推导了角度均匀采样的合理性，并

给出了量化误差的上界估计；针对无符号动量数据，提出第一象限映射机制，设

计了幅值自适应的角度分配策略，即为大模值分量分配更多码字以保障量化精

度，为小模值分量分配较少码字以提升码本利用率；同时引入轴偏移技术，有效

规避除零风险，确保训练过程的数值稳定性。基于上述优化器动量向量量化的设

计原则，进一步提出了数据驱动的极坐标码本搜索算法。静态实验表明，Polaris
在表征能力上显著优于传统一维标量量化基线。

（3）通过在自然语言处理与计算机视觉两大领域的多项预训练及微调任务
中的实验，验证了 1.5比特与 2比特版本的 AdamW及 Adafactor在显存占用大
幅降低的同时性能与 16/32比特全精度版本相当。

4.2算法介绍

本节详细阐述基于向量量化的优化器状态压缩算法。首先，构建低精度优化

器的通用计算框架，明确量化与反量化算子在优化循环中的嵌入时机。其次，通

过分析优化器状态的经验分布，揭示传统标量量化在极低比特场景下的局限性，

确立极坐标向量量化的理论基础。随后，深入探讨码本设计原则，经理论推导证

明角度均匀性的优势，并提出基于数据驱动的码本搜索算法。最后，通过静态实

验验证了该算法的有效性。

4.2.1低精度优化器

如第 4.1节所述，优化器状态的高昂显存成本给大规模模型训练带来了挑
战[15,17,37]。为缓解这一问题，本章遵循现有的低比特优化范式[17,37]，采用低精

度存储与高精度计算相结合的策略。具体而言，优化器状态（如 AdamW[12]的一

阶和二阶动量）在静态存储时采用低精度格式，而在计算更新时临时反量化为高

精度，从而显著降低优化器的静态显存占用，详细算法流程见算法 2.2。本节以
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最常用的 AdamW[12]为例，具体展示该框架的实现细节。

低比特 AdamW优化器的核心流程如下。在第 𝑡次迭代中，给定小批量梯度
𝒈𝑡，首先通过反量化函数恢复先前的高精度一阶和二阶动量：

𝒎𝑡−1 = dequantize(𝒎𝑞
𝑡−1), 𝒗𝑡−1 = dequantize(𝒗𝑞

𝑡−1), (4-1)

其中 𝒎𝑞
𝑡−1和 𝒗𝑞

𝑡−1分别为低精度存储的动量状态。随后执行标准的动量更新：

𝒎𝑡 = 𝛽1𝒎𝑡−1 + (1 − 𝛽1)𝒈𝑡, 𝒗𝑡 = 𝛽2𝒗𝑡−1 + (1 − 𝛽2)𝒈2
𝑡 . (4-2)

遵循[15,37]，在基于 Transformer的模型训练期间，仅量化线性层等二维参数对应
的优化器状态，而嵌入层及一维参数（如偏置和归一化参数）的优化器状态保持

全精度。值得注意的是，极低比特量化往往导致张量范数显著收缩。为此，本章

在参数更新步骤引入了比例因子 𝛼予以补偿：

𝜽𝑡 = 𝜽𝑡−1 − 𝜂𝑡

⎛
⎜
⎜
⎝

𝛼 ⋅ 𝒎𝑡/(1 − 𝛽𝑡
1)

√𝒗𝑡/(1 − 𝛽𝑡
2) + 𝜖

+ 𝜆𝜽𝑡−1

⎞
⎟
⎟
⎠

, (4-3)

其中 𝜂𝑡为学习率，𝜆为权重衰减系数。具体而言，对于量化层，𝛼设为特定值（如
2.0）；对于嵌入层等非量化层，则设 𝛼 = 1.0以应用标准更新规则。该策略的必
要性与有效性将在消融实验中验证。最后，本章将新产生的动量通过量化函数压

缩为低精度版本存储：

𝒎𝑞
𝑡 = quantize(𝒎𝑡), 𝒗𝑞

𝑡 = quantize(𝒗𝑡), (4-4)

以此大大降低大模型训练过程中的峰值显存。

针对另一广泛使用的优化器 Adafactor[33]，沿用相似的量化框架即可实现
其低比特版本，仅需在计算流程中嵌入反量化与量化操作。与 AdamW 不同，
Adafactor通过分解二阶动量矩阵已显著降低显存开销。鉴于分解后的二阶动量
累加器显存占用远小于一阶动量，保持它们为全精度即可，本章仅对其一阶动量

状态实施量化。详细算法流程见附录B.3。
值得注意的是，优化器状态量化与传统的权重或激活量化存在本质区别。后

者主要面向矩阵乘法运算，量化误差在累加求和过程中往往能相互抵消或得到

抑制。然而，优化器更新规则（以AdamW为例）涉及敏感的逐元素除法操作（即
𝒎̂𝑡/(√ ̂𝒗𝑡 + 𝜖)），其中二阶动量位于分母位置。这一特性对量化精度提出了极高要
求：微小的量化误差若导致分母异常，极易引发数值不稳定甚至训练发散。因此，

该框架的成功关键在于 quantize与 dequantize的具体实现必须保证极高

的重建精度。下文将重点讨论如何设计高精度的量化映射以满足这一严苛要求。
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4.2.2从标量量化到向量量化

为深入理解标量量化在极低比特场景下的局限性，并阐明向量量化的优势，

本节依次从训练现象、量化误差、分布特性三个层面展开分析。

训练稳定性问题。本节在 GPT-2 (124M)模型的 OpenWebText预训练任务上
评估了现有基于标量量化的低比特优化器性能。如图 4.1(a)所示，当采用 2比特
量化时，AdamW和 Adafactor优化器在训练初期即出现损失发散，最终训练崩
溃。这一现象表明，标量量化的矩形网格结构难以适配优化器状态的非均匀分

布：在 2比特的极端压缩比下，仅有 4个离散值可用，无法有效表示复杂的动量
状态。

量化误差对比。为量化评估不同方法的表征能力，本节在 LLaMA-130M模
型的真实训练数据上测量了标量量化（SQ）与向量量化（VQ）的重建误差。如
图 4.1(b)所示，在不同比特宽度下，二维向量量化的平均百分比误差（MAPE）
均低于标量量化。特别是在极低比特（低于 4比特）设置下，VQ相较于 SQ具
有显著的重建精度优势。

(a) 不同低比特优化器在 GPT-2 预训练任
务中的损失曲线对比 (b)不同比特宽度下 SQ与 VQ的误差对比

图 4.1 标量量化的局限性与向量量化的优势

上述实验结果表明，向量量化在表征能力上优于标量量化，但尚未解释其根

本原因。下文从优化器状态的分布特性出发，揭示 SQ失效的内在机制。
优化器状态分布特性分析。为确定最佳的向量维度及量化几何结构，本节对

LLaMA预训练过程中的优化器状态进行经验分布分析。
首先，从训练过程中的 LLaMA模型中提取 AdamW一阶动量张量，选取具

有代表性的注意力层权重 q_proj作为分析对象。其次，保留原始数据的量级

与符号信息以反映真实训练动态。最后，将序列中相邻元素两两配对，形成坐标

点集合 {(𝑚2𝑖, 𝑚2𝑖+1)}，以分析元素间的相关性。
基于上述处理流程，本节绘制了一维频率直方图与二维联合散点图，如图 4.2

所示。观察发现：
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• 一维边缘分布呈现单峰形态，大部分数值集中在均值附近，表现出明显的
准高斯分布特性；

• 二维联合分布呈现出以中心为原点的近似圆对称形态，散点云在角度方向
上分布均匀，未表现出明显的椭圆拉伸。
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(b)二维联合散点图

图 4.2 LLaMA预训练过程中 AdamW一阶动量的分布特性分析

上述特性揭示了传统标量量化（𝑘 = 1）的局限性：其矩形网格划分假设各
维度独立且分布均匀，与圆对称分布不匹配，导致角落处存在大量冗余表示区

域。相比之下，极坐标系统天然契合圆对称分布。因此，本章选择 𝑘 = 2并采用
二维极坐标向量量化技术，以匹配优化器状态的内在几何结构。

向量量化的几何优势。向量量化通过联合编码多个维度的参数，能更好地捕

捉数据的内在几何结构，理论上可提供更高的压缩上限[25-26]。针对优化器状态

的圆对称分布特性，极坐标表示具有天然优势。

如图 4.3所示（红点表示码本向量，蓝线表示决策边界），三种量化映射方
式具有本质不同的几何结构：(a)一维标量量化的矩形网格忽略数据的圆对称性，
导致角落冗余；(b)通用二维向量量化（如 K-means聚类）虽能通过不规则聚类
适应分布，但计算开销巨大且难以控制码本零点；(c)极坐标量化采用同心圆结
构，兼具几何一致性与计算效率。

极坐标量化的核心优势包括：

• 径向-角度解耦：半径对应幅值信息，角度对应方向信息，分别适配一阶动
量（有符号）和二阶动量（无符号）的不同特性；

• 结构化效率：极坐标码本具有规则的几何结构，避免 K-means等方法的昂
贵搜索开销；

• 数值稳定性：通过角度偏移可严格避开坐标轴，防止二阶动量除零风险。
综上所述，标量量化在极低比特下失效的根本原因在于其矩形网格与优化

器状态的圆对称分布不匹配；而二维极坐标向量量化通过几何结构上的天然适
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图 4.3 二维向量量化映射的可视化对比

配，为极低比特优化器设计提供了可行路径。

4.2.3二维向量量化框架

本节首先建立通用的 𝑘维量化理论框架，然后具体实例化为二维极坐标量
化技术。

通用量化框架。给定实矩阵 𝑿 ∈ ℝ𝑘×𝑁（其中 𝑁 = 𝑛/𝑘），本节将 𝑿 的列视
为 𝑁 个 𝑘维向量。为了形式化描述量化与反量化过程，本节定义以下四个核心
算子用于构建 quantize和 dequantize函数：

• 缩放算子ℳ：计算块级缩放因子。将向量划分为不相交的块，对于每个块，
计算其中所有向量的最大 2-范数。设ℳ(𝑿) ∈ ℝ𝑁 为缩放因子向量，其第

𝑖个元素ℳ(𝑿)𝑖对应包含 𝒙𝑖的块的最大范数。

• 归一化算子𝒩：基于缩放因子进行归一化。定义𝒩 (𝑿)𝑖 = 𝒙𝑖/ℳ(𝑿)𝑖，将

原始向量映射到单位超球体内。

• 码本映射ℛ：定义单射映射ℛ ∶ 𝕋𝑘𝑏 → ℝ𝑘，其像构成码本，集合中的每个

向量称为码字。其中 𝕋𝑘𝑏 = {0, 1, ⋯ , 2𝑘𝑏 − 1}为索引空间。
• 索引映射 ℐ：定义 ℐ ∶ ℝ𝑘 → 𝕋𝑘𝑏，为任意输入向量找到码本中最近的码字

并返回其索引。

基于上述算子，本节构建 𝑘维 𝑏-比特量化函数 quantize与其对应的反量

化函数 dequantize。量化过程输出索引与缩放因子，表示为：

quantize(𝑿) = (ℐ ∘ 𝒩 (𝑿), ℳ(𝑿)) ∶ ℝ𝑘×𝑁 → 𝕋 𝑁
𝑘𝑏 × ℝ𝑁 . (4-5)

反量化过程则通过查表与重建恢复近似值，定义为：

dequantize(quantize(𝑿)) = ℛ(ℐ ∘ 𝒩 (𝑿)) ⊙ ℳ(𝑿) ∶ 𝕋 𝑁
𝑘𝑏 × ℝ𝑁 → ℝ𝑘×𝑁 ,

(4-6)

其中 ⊙表示列向缩放。该框架通过向量维度参数 𝑘统一了不同的量化技术。标
准一维标量量化[17,37]对应于 𝑘 = 1的特殊情况，此时每个“向量”仅为标量，归
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一化简化为除以块的最大绝对值。虽然在较高精度下有效，但这种标量量化技术

在极低比特场景（如低于 4比特）中因无法利用维度间相关性而引入显著误差。
二维极坐标量化流程。基于上述理论框架，本节具体介绍 𝑘 = 2 的二维极

坐标向量量化实现。如图 4.4所示，该过程包含量化与反量化两个阶段：在量化
侧，首先将张量重塑为二维向量序列并划分为不相交的块；随后对每个块计算最

大 2-范数 𝑠 = max(‖𝒗‖2)作为缩放因子（对应算子ℳ），并将块内向量除以 𝑠映
射到单位圆内（对应算子𝒩）；接着在预定义码本中搜索最近邻码字（对应算子
ℐ），仅存储码字索引与缩放因子 𝑠。在反量化侧，根据索引查表取出码字 𝒄（对
应ℛ），并计算 ̂𝒗 = 𝑠 ⋅ 𝒄 以恢复近似的高精度状态。

图 4.4 优化器状态的极坐标向量量化和反量化示意图

4.2.4数据驱动的极坐标码本设计

码本的设计直接决定了量化的精度。在本章的二维极坐标量化技术中，码

本由一组位于极坐标系下的点组成。为了确定这些点的具体位置（半径与角度），

本节首先建立理论误差界，以此指导搜索策略，随后基于数据驱动框架搜索最优

配置。

理论误差界与角度均匀性。本节首先形式化球对称采样对量化误差的控制

能力。以下引理表明，当缩放因子接近 1时，角度分布越均匀，量化误差越小。
引理 4.1： 设 𝒙 ∈ ℝ2, 𝑌 ⊆ ℝ2 且 𝑠 > 0。若 ∀𝒚 ∈ 𝑌，‖𝒙‖2 = 𝑠‖𝒚‖2 > 0且 𝒙与 𝒚
的夹角不超过 𝜙 ⩽ π

2，则有

‖𝒙 − 𝒚‖2 ⩽ 2 sin(𝜙/2) + |𝑠 − 1|
𝑠 ‖𝒙‖2.

证明 如图 4.5所示，设 𝑂为圆心，△𝐴𝐵𝐶 为圆的内接三角形，且线段 𝐴𝐵经过
点 𝑂，记 𝜙 = ∠𝐶𝑂𝐵。不失一般性，令 𝒚 = ⃖⃖⃖⃖⃗𝑂𝐵 ∈ 𝑌，𝒙 = 𝑠⃖⃖⃖⃖⃗𝑂𝐶。基于圆内接三
角形的几何性质，可得

‖⃖⃖⃖⃖⃗𝐵𝐶‖2 = 2‖𝒚‖2 sin(𝜙/2).
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由于 2-范数满足三角不等式。因此，

‖𝒙 − 𝒚‖2 = ‖⃖⃖⃖⃖⃗𝑂𝐶 − ⃖⃖⃖⃖⃗𝑂𝐵 + (𝑠 − 1)⃖⃖⃖⃖⃗𝑂𝐶‖2

⩽ ‖⃖⃖⃖⃖⃗𝐵𝐶‖2 + ‖(𝑠 − 1)⃖⃖⃖⃖⃗𝑂𝐶‖2

= 2 sin(𝜙/2) + |𝑠 − 1|
𝑠 ‖𝒙‖2.

∎

OA B

C

图 4.5 引理证明几何示意图

上述引理表明，当 𝑠 ≈ 1时，相对量化误差主要由角度差 𝜙决定。在本节设
置中，若角度均匀分布，则最大夹角 𝜙最小化。因此，角度均匀性成为本节设计
量化映射的核心指导原则。基于此，本节固定了码字的角度分布模式（例如有符

号输入采用 8个均匀角度 𝛩 = {𝑗𝜋/4}），从而将复杂的码本搜索问题简化为搜索
半径集合及其码字分配的组合优化问题。

码本搜索算法框架。在固定角度分布模式后，本节使用真实训练过程中的优

化器状态数据作为搜索集，通过最小化特定目标函数来寻找最优半径组合及码

字分配策略。搜索过程需满足严格的比特宽度约束：对于 𝑘维 𝑏比特量化，码本
总大小必须为 |𝒞| = 2𝑘𝑏。例如，二维 2比特量化对应 16个码字，二维 1.5比特
量化对应 8个码字。针对一阶动量和二阶动量的不同分布特性，本节分别设计搜
索算法。

对于一阶动量（有符号输入），码本覆盖整个平面，角度均匀分布于 [0, 2𝜋)。
搜索变量为半径集合 𝑅 = {𝑟1, 𝑟2, ⋯ , 𝑟|𝑅|} 及每个半径对应的码字数量 𝐾 =
{𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘|𝑅|}，需满足总码字数约束 ∑|𝑅|

𝑗=1 𝑘𝑗 ⋅ |𝑅| = 2𝑘𝑏。其目标是最小化

逐元素重建误差。给定一批量化的动量样本 {𝒎(𝑖)}，搜索半径集合 𝑅使得下式最
小化：

ℒ1(𝑅) = ∑
𝑖

‖𝒎(𝑖) − dequantize(quantize(𝒎(𝑖); 𝑅))‖2
2. (4-7)

搜索算法如算法 4.1所示。
对于二阶动量（无符号输入），码本仅覆盖第一象限，且需避免码字靠近坐标

轴以防止除零风险[17]。搜索变量包括半径集合 𝑅、每个半径对应的码字数量 𝐾
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算法 4.1一阶动量码本搜索（有符号数据）
输入：动量样本集 {𝒎(𝑖)}𝑁

𝑖=1,比特宽度 𝑏,向量维度 𝑘 = 2
输出：最优码本 𝒞best
1: 计算目标码本大小 |𝒞| ← 2𝑘𝑏 //如 2-bit→16码字，1.5-bit→8码字
2: 固定基础角度分布 𝛩base = {𝑗𝜋/4 ∣ 𝑗 = 0, ⋯ , 7}
3: 初始化最优误差 𝑒best ← +∞，最优码本 𝒞best ← ∅
4: for迭代次数 𝑡 = 1, ⋯ , 𝑇 do
5: 随机采样：随机生成半径数量 |𝑅| ∈ {1, 2, 3, 4}
6: 随机采样：生成半径集合 𝑅 = {𝑟1, ⋯ , 𝑟|𝑅|}，其中 𝑟𝑗 ∼ Uniform(0.1, 1.0)
7: 约束投影：排序并去重 𝑅，确保 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < ⋯ < 𝑟|𝑅| ⩽ 1
8: 码字分配：计算每个半径的码字数 𝑘𝑗 = |𝒞|/(|𝑅| ⋅ 8)，确保∑𝑗 𝑘𝑗 ⋅ 8 = |𝒞|
9: 构建码本 𝒞 = {(𝑟𝑗 cos 𝜃, 𝑟𝑗 sin 𝜃) ∣ 𝑟𝑗 ∈ 𝑅, 𝜃 ∈ 𝛩base}
10: 计算重建误差 𝑒𝑡 = 1

𝑁 ∑𝑖 ‖𝒎(𝑖) − dequantize(quantize(𝒎(𝑖); 𝒞))‖2
2

11: if 𝑒𝑡 < 𝑒best then
12: 更新最优解：𝑒best ← 𝑒𝑡, 𝒞best ← 𝒞
13: end if
14: end for

及角度偏移量 𝛿。总码字数同样需满足 |𝒞| = 2𝑘𝑏约束。由于二阶动量最终用于计

算更新量𝒎/√𝒗，本节直接以更新量的误差为优化目标。给定样本对 {(𝒎(𝑖), 𝒗(𝑖))}，
搜索半径集合 𝑅及码字分配 𝐾 使得下式最小化：

ℒ2(𝑅, 𝐾) = ∑
𝑖 ‖

𝒎(𝑖)

√𝒗(𝑖)
− 𝒎(𝑖)

√dequantize(quantize(𝒗(𝑖); 𝑅, 𝐾))‖

2

2
. (4-8)

此外，为避免除零风险，二阶动量搜索需引入角度偏移量 𝛿，确保所有角度位于
(𝛿, 𝜋/2 − 𝛿)范围内。搜索算法如算法 4.2所示。

算法 4.2二阶动量码本搜索（无符号数据）
输入：动量样本对 {(𝒎(𝑖), 𝒗(𝑖))}𝑁

𝑖=1,比特宽度 𝑏,向量维度 𝑘 = 2
输出：最优码本 𝒞best
1: 计算目标码本大小 |𝒞| ← 2𝑘𝑏 //如 2-bit→16码字，1.5-bit→8码字
2: 初始化最优误差 𝑒best ← +∞，最优码本 𝒞best ← ∅
3: for迭代次数 𝑡 = 1, ⋯ , 𝑇 do
4: 随机采样：随机生成半径数量 |𝑅| ∈ {2, 3, 4}
5: 随机采样：生成半径集合 𝑅 = {𝑟1, ⋯ , 𝑟|𝑅|}，其中 𝑟𝑗 ∼ Uniform(0.1, 1.0)
6: 约束投影：排序并确保 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < ⋯ < 𝑟|𝑅| ⩽ 1
7: 随机采样：生成角度偏移量 𝛿 ∼ Uniform(0.05, 0.2) //弧度，避免靠近坐标轴
8: 码字分配：为每个半径分配码字数 𝑘𝑗，满足∑|𝑅|

𝑗=1 𝑘𝑗 = |𝒞|且 𝑘𝑗 ⩾ 2
9: 构建角度：对第 𝑗 个半径，生成角度 𝜃𝑗,𝑙 = 𝛿 + 𝑙

𝑘𝑗 +1 ( 𝜋
2 − 2𝛿)，𝑙 = 1, ⋯ , 𝑘𝑗

10: 构建码本 𝒞 = {(𝑟𝑗 cos 𝜃𝑗,𝑙, 𝑟𝑗 sin 𝜃𝑗,𝑙) ∣ 𝑟𝑗 ∈ 𝑅, 𝑙 = 1, ⋯ , 𝑘𝑗}
11: 计算步长重建误差 𝑒𝑡 = 1

𝑁 ∑𝑖 ‖
𝒎(𝑖)

√𝒗(𝑖)
− 𝒎(𝑖)

√dequantize(quantize(𝒗(𝑖);𝒞)) ‖
2

2
12: if 𝑒𝑡 < 𝑒best then
13: 更新最优解：𝑒best ← 𝑒𝑡, 𝒞best ← 𝒞
14: end if
15: end for
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为了定量评估量化重建质量，本节引入以下静态误差指标。给定输入矩阵

𝑿 ∈ ℝ𝑘× 𝑛
𝑘，令 𝒀 = dequantize(quantize(𝑿))为其量化重建值。为了测量

𝑿 与 𝒀 之间的差异，本节使用重塑函数 ℎ ∶ ℝ𝑘× 𝑛
𝑘 → ℝ𝑚× 𝑛

𝑚 对矩阵元素进行重

新分块。具体而言，ℎ首先将输入矩阵按列向量化，随后将向量划分为长度为 𝑚
的连续段，最后重塑为 ℝ𝑚× 𝑛

𝑚 中的矩阵。基于此，本节定义 𝑚维范数相对误差
（𝑚-NRE）和角度误差（AE）如下：

𝑚-NRE = mean𝑖 (
‖ℎ(𝑿)𝑖 − ℎ(𝒀 )𝑖‖2

‖ℎ(𝑿)𝑖‖2 + 𝜀 ) , AE = arccos(
⟨𝑿, 𝒀 ⟩

‖𝑿‖𝐹 ‖𝒀 ‖𝐹 ) ,

其中 mean𝑖(⋅)表示对所有分块 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛/𝑚取平均值，𝜀为防止除零的小正数。
𝑚-NRE衡量幅值重建的相对精度，而 AE反映方向保留程度。
本节将提出的二维极坐标向量量化技术与三种主流的一维标量量化映射进

行对比：线性幂量化[17,99]、动态量化[37,100]以及基于分位数的 NormalFloat量化
(NF)[8]。鉴于 NF主要针对权重量化设计，本节的静态分析主要聚焦于用于优化
器状态压缩的线性和动态映射。各类映射的具体规格与可视化详见附录 B.4。
表 4.1展示了 LLaMA-130M模型第 8层 q_proj权重对应的 AdamW优化

器状态静态量化误差对比结果，对于每一列，最佳结果以粗体显示，次佳结果

以下划线显示。实验表明，本节提出的二维向量量化方法在所有指标上均优于

基线方法，始终实现最低的相对误差和最高的余弦相似度。特别是在二阶动量量

化上，本章的 2比特方法将角度误差从基线的约 32度降低至 16.6度，优势显著。

表 4.1 LLaMA-130M模型训练过程中 AdamW优化器状态静态量化误差对比

一阶动量 二阶动量

量化方法 NRE-1 ↓ NRE-2 ↓ AE(∘)↓ NRE-1 ↓ NRE-2 ↓ AE(∘)↓

线性幂量化 2-bit 0.513 0.947 26.747 0.800 0.007 32.965

动态量化 2-bit 0.435 0.579 24.632 0.782 0.007 32.860

Polaris 2-bit 0.394 0.421 22.631 0.295 0.002 16.665

Polaris 1.5-bit 0.528 0.807 31.788 0.379 0.003 21.875

相较于传统一维标量量化方案，本章技术能够更准确地重建优化器状态的

原始几何结构，这对维持极低比特下的训练稳定性至关重要。这种基于极坐标

的码本设计不仅在理论上最小化了相对量化误差，更高度契合了优化器状态的

非均匀分布特性。具体而言，针对一阶动量，该设计利用角度均匀性确保了梯度

更新方向的准确性；针对作为分母的二阶动量，则通过角度偏移策略严格规避零

点，消除了潜在的除零风险。
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4.3实验结果与分析

本节通过系统实验全面评估优化器状态压缩算法 Polaris的有效性。首先介
绍实验设置，涵盖数据集、模型架构、对比基线及实现细节。随后汇报主实验结

果，对比 Polaris与现有低比特优化算法的性能表现。最后通过消融实验验证关
键设计组件的贡献。

4.3.1实验设置

模型与数据集。预训练任务中，本节遵循 Wang等人[99] 的设置，在 Open-
WebText[101] 上训练 GPT-2 (124M)共 40k步；并参照 Zhao等人[15] 的设置，在

C4[102]上训练 LLaMA-2 (130M, 350M)共 80k步。微调任务采用 LLaMA-2-7B与
Qwen2.5-7B在 Alpaca[103]数据集上进行指令微调，并在 GLUE[104]基准上评估。
视觉任务方面，基于 Zhou等人[105] 的开源框架，在 ImageNet-1K[106] 上分别训

练 ViT-B/16[107]与 ResNet-50[108]，轮数分别为 150轮与 100轮。
对比基线。为全面验证 Polaris的压缩潜力，本节将其与 16/32比特全精度优

化器、4比特量化基线[17] 及其 2比特扩展版本进行对比。优化器选取具有代表
性的 AdamW[12]与 Adafactor[33]。
实现细节。所有实验均在单张 NVIDIA A800 GPU上完成。为严格控制变量，

模型权重、梯度、激活值及学习率调度等超参数均与公开基线保持一致，仅替

换优化器状态量化模块。量化设置方面，优化器状态张量𝑿按块大小 64进行分
组，并输入至本章提出的极低比特量化器。为兼顾极致压缩与数值稳定性，缩放

因子采用块大小 256进行 8比特动态量化（即双重量化策略[8]）。超参数配置方

面，Adafactor的学习率缩放因子设为 𝛼 = 2.0；AdamW在 2比特与 1.5比特设置
下分别设为 𝛼 = 2.0与 𝛼 = 2.5。一阶动量衰减率统一设为 𝛽1 = 0.9，AdamW的
二阶动量衰减率设为 𝛽2 = 0.95。

4.3.2主要结果

实验分别在 C4 数据集上训练 LLaMA-130M 与 350M 模型，以及在 Open-
WebText 数据集上训练 GPT2-124M 模型。表 4.2 汇总了验证困惑度 (Validation
Perplexity, VPPL)、挂钟时间 (Wall-Clock Time, WCT，单位：小时)及优化器状态
显存占用 (Memory Cost, MC，单位：MB)的对比结果，其中 Crash表示训练失

败。结果表明，将 4比特基线的一维标量量化技术直接扩展至 2比特会导致训练
崩溃。相比之下，本章提出的优化器状态压缩算法不仅确保了训练稳定性，且在

效率与性能上展现出显著优势。具体而言，该算法支持低至 2.0甚至 1.5比特的
稳定量化；与 16比特基线相比，优化器显存占用最高降低 4.6×，同时保持了具
有竞争力的挂钟时间。图 4.6展示了在 C4和 OpenWebText数据集上的验证困惑
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表 4.2 C4与 OpenWebText预训练任务结果对比

LLaMA-130M LLaMA-350M GPT2-124M

优化器 VPPL WCT MC VPPL WCT MC VPPL WCT MC

32-bit Adafactor 20.393 22.98 516.87 17.708 59.57 1429.64 19.556 31.34 476.45
4.0-bit Adafactor 20.497 22.99 228.42 17.481 59.70 411.77 19.658 31.30 200.23
2.0-bit Adafactor Crash - - Crash - - Crash - -
2.0-bit Adafactor(Polaris) 20.243 23.04 208.80 16.790 59.98 330.66 19.890 31.37 173.75
1.5-bit Adafactor(Polaris) 20.273 23.14 203.74 16.712 59.50 312.63 20.164 31.32 168.69

16-bit AdamW 20.350 22.33 518.70 16.866 58.36 1420.72 19.645 31.30 951.90
4.0-bit AdamW 20.680 22.49 269.30 17.123 59.04 582.98 19.842 31.29 391.46
2.0-bit AdamW Crash - - Crash - - Crash - -
2.0-bit AdamW(Polaris) 20.480 22.63 230.06 16.917 59.09 403.66 19.979 31.34 341.50
1.5-bit AdamW(Polaris) 20.904 22.59 219.94 17.157 59.14 367.62 20.665 31.39 331.38
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图 4.6 C4和 OpenWebText数据集上的验证困惑度曲线

度曲线，进一步印证了本算法的优越性。

值得注意的是，本算法在部分设置中表现出意外优势。例如，在使用AdamW
进行 LLaMA-350M预训练时，2比特优化器不仅优于标准 4比特基线，更缩小
了与 16比特全精度版本性能差距的 80%以上。更为显著的是，在 LLaMA-130M
与 350M的 Adafactor预训练任务中，低比特优化器在训练后期的验证困惑度甚
至超越了高精度基线。本文推测这一现象源于极低比特量化的固有正则化效应：

引入的噪声有助于优化器逃离尖锐局部极小值，收敛至更平坦、泛化能力更强的

极小值[47]。

在 ImageNet-1K图像分类任务上，本节基于 ViT-Base/16和 ResNet-50模型
进行评估。表 4.3 汇总了测试准确率 (Test Accuracy, TA，单位：%)、挂钟时间
(Wall-Clock Time, WCT，单位：小时)及优化器状态GPU显存占用 (Memory Cost,
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表 4.3 ImageNet-1K分类任务结果对比

ViT-Base/16 ResNet-50

优化器 TA WCT MC TA WCT MC

32-bit SGDM - - - 75.41 29.94 94.21

32-bit Adafactor 80.72 58.80 326.11 77.60 31.99 214.71
4.0-bit Adafactor 80.57 59.19 59.09 76.85 32.37 135.66
2.0-bit Adafactor Crash - - Crash - -
2.0-bit Adafactor(Polaris) 79.53 59.35 26.25 76.72 32.39 125.89

32-bit AdamW 80.72 56.47 654.38 77.68 30.06 192.87
4.0-bit AdamW 79.28 56.85 103.39 75.65 31.24 24.91
2.0-bit AdamW Crash - - Crash - -
2.0-bit AdamW(Polaris) 79.68 57.32 49.39 76.30 31.21 10.93

MC，单位：MB)的对比结果，其中 Crash表示训练失败。需要说明的是，ViT
架构未采用 SGDM优化器，因为广泛研究表明 SGDM难以有效优化 ViT，常导
致训练发散或收敛性能显著劣化[47,105]，因此 ViT实验均以 AdamW为基准。实
验结果与大语言模型上的结论一致：直接扩展至 2比特量化会导致训练失败，而
本章算法确保了稳定训练。值得注意的是，本章算法带来了显著的效率提升。特

别是在 ViT-Base/16任务中，尽管 ViT必须依赖显存开销较大的 AdamW优化器，
本章算法仍将其状态占用从 654.4 MB大幅降至 49.4 MB，压缩比超过 13×，且
Top-1准确率仅损失约 1%。更为重要的是，本章算法进一步将 AdamW的显存占
用压缩至远低于传统轻量级 SGDM优化器的水平。在 ResNet-50任务中，本章
算法仅需 10.93 MB显存，而 32-bit SGDM需 94.21 MB。本章算法在确保复杂模
型训练稳定性的同时，实现了极致的显存效率。

表 4.4 汇总了在 Alpaca 数据集上微调后，LLaMA2-7B 和 Qwen2.5-7B 在
GLUE 基准上的性能表现。表中记录了平均分数 (Average Score, AVG) 与总显
存成本 (Total Memory Cost, TMC，单位：MB)，所有任务性能指标单位均为百分
比 (%)。实验结果进一步验证了本章提出的低比特 Adafactor优化器的有效性与
可扩展性。图 4.7展示了在 Alpaca数据集上微调大语言模型的训练损失曲线。本
章低比特算法的收敛轨迹与全精度基线紧密吻合，表明性能下降可忽略不计。

4.3.3消融实验

为验证本章关键设计的有效性，本节围绕三个方面展开消融研究。第一，对

比不同向量量化策略，验证极坐标码本设计相比传统 K-means聚类的优势。第
二，分析缩放因子 𝛼的敏感性，确定其最优取值范围。第三，探究分块大小的影
响，权衡计算效率与重建质量。

向量量化策略对比。现有向量量化技术（如 K-means聚类[39,60]）在优化器
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表 4.4 Alpaca微调后 GLUE基准上的性能对比

模型 优化器 SST-2 RTE COLA MNLI MRPC AVG TMC

LLaMA2-7B
原始 83.0 70.8 29.2 36.5 66.9 57.3 -
8.0-bit Adafactor 91.5 74.7 35.1 53.9 65.0 64.0 54 220
1.5-bit Adafactor(Polaris) 91.3 74.0 35.7 50.0 68.1 63.8 49 188

Qwen2.5-7B
原始 94.8 83.0 46.0 77.3 75.3 75.3 -
8.0-bit Adafactor 94.6 80.1 46.6 70.4 76.5 73.6 62 969
1.5-bit Adafactor(Polaris) 95.4 80.9 47.6 71.4 75.7 74.5 57 929
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图 4.7 在 Alpaca数据集上微调大语言模型的训练损失曲线

状态量化场景面临双重挑战：其一，在线 K-means涉及昂贵的迭代计算，每次更
新需遍历全部状态进行多轮聚类，显著增加训练延迟；其二，K-means以最小化
均方误差为目标，无法适配优化器对数值稳定性的特殊需求——一阶动量决定

更新方向，需保证方向精度；二阶动量位于分母，需严格避开零点。

本节在 GPT-2-124M 模型的 OpenWebText预训练任务上，对比三种向量量
化策略：K-means采用标准聚类初始化码本且训练过程在线更新码本；K-means-
EMA在初始化后以指数移动平均方式在线更新码本；本章提出的数据驱动极坐
标码本搜索算法得到的码本在训练过程固定。实验固定使用 2.0比特 AdamW优
化器，对一阶动量和二阶动量采用上述策略的交叉组合，共 9组实验。每组运行
至收敛或出现训练崩溃（Crash表示训练崩溃），记录验证困惑度。

如表 4.5所示，9组实验中仅 2组成功收敛，且二阶动量均采用本章算法：一
阶动量采用 K-means-EMA时验证困惑度为 20.401；一阶动量采用本章算法时降
至 19.979。其余 7组均出现训练崩溃。这一分布揭示关键洞察：二阶动量的量化
策略是训练稳定性的决定性因素——由于二阶动量位于更新公式分母，量化误

差易导致除零或数值爆炸，而本章的极坐标码本通过零点规避设计确保了数值

稳定性。

值得注意的是，在二阶动量采用本章算法的前提下，一阶动量使用在线更新

的 K-means仍会崩溃，而 K-means-EMA可收敛。这一现象表明，单纯的在线更
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表 4.5 2.0比特 AdamW动量不同向量量化策略的验证困惑度对比

一阶动量 \二阶动量 K-means K-means-EMA 本章方法 Polaris

K-means Crash Crash Crash

K-means-EMA Crash Crash 20.401

本章方法 Polaris Crash Crash 19.979

新并不足以保证稳定性，关键在于码本中心更新的平滑性。K-means每次迭代直
接将样本均值赋值为新中心，中心位置随当前批次剧烈跳变，导致更新方向在相

邻步间缺乏连续性；而 K-means-EMA通过指数滑动平均融合历史信息，中心演
化轨迹更为平缓，确保了码本在方向精度上的稳定。本章的极坐标码本进一步通

过均匀角度分配优化方向表示，使困惑度再降低 0.422，验证了角度精度对收敛
质量的提升效果。

缩放因子 𝛼的敏感性分析。极低比特量化导致张量范数显著收缩，需引入缩
放因子 𝛼补偿更新幅度。然而，𝛼取值过大可能引发梯度爆炸，过小则导致更新
不足。本节在 C4数据集上训练 LLaMA-130M模型，在 OpenWebText数据集上
训练 GPT-2-124M模型，对 1.5比特 Adafactor和 AdamW分别测试不同 𝛼 取值。
所有实验固定其他超参数，仅调整 𝛼，记录最终验证困惑度。

表 4.6 1.5比特量化下不同优化器与缩放因子 𝛼的验证困惑度对比

优化器 𝛼 LLaMA-130M GPT-2-124M

Adafactor
1.0 20.543 20.918
2.0 20.273 20.164
3.0 20.299 19.890

AdamW

1.0 21.016 21.291
2.0 21.072 20.648
2.5 20.904 20.665
3.0 21.036 20.624

如表 4.6所示，Adafactor对 𝛼 较为敏感，在 LLaMA-130M上 𝛼 = 2.0最优，
GPT-2-124M上 𝛼 = 3.0最优。AdamW在 LLaMA-130M上 𝛼 = 2.5最优，且在
2.0至 3.0范围内性能波动较小。该结果表明，𝛼 需根据模型规模与数据特性调
整，但本章默认取值在多数场景下具有鲁棒性。

分块大小的影响。分块大小决定了缩放因子的作用粒度。较小的分块能有效

隔离异常值，提供更精细的逐块归一化，但会引入更多的缩放因子存储开销。较

大的分块虽能压缩存储，但归一化范围易受极端值主导，从而导致重建精度损

失[37]。本节在 C4数据集上训练 LLaMA-130M模型，在 OpenWebText数据集上
训练GPT-2-124M模型，系统对比了 64、128与 256三种分块尺寸的效果。实验中
LLaMA-130M与 GPT-2-124M的缩放因子分别固定为 𝛼 = 2.5与 𝛼 = 2.0，均采用
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1.5比特 AdamW优化器并控制其他超参数一致，最终记录验证困惑度（VPPL）
与优化器状态显存占用（MC，单位：MB）。
如表 4.7所示，分块大小为 64时 VPPL最优；增大至 256时性能出现显著

退化。在显存方面，得益于本章采用的双重量化策略，缩放因子已被进一步压缩

至 8比特，因此不同分块配置下的MC差异极小（波动范围不足 2 MB）。尽管分
块越细意味着需存储更多的 8比特缩放因子实例，带来微弱的开销增长，但该结
果充分验证了默认设置的合理性：在极低比特场景下，细粒度分块所引入的极小

存储代价完全可被容忍，而其提供的高精度归一化对保障优化器状态的重建质

量与训练稳定性至关重要。

表 4.7 不同分块大小对验证困惑度与显存占用的影响

分块大小
LLaMA-130M GPT-2-124M

VPPL MC VPPL MC

64 20.904 219.938 20.648 331.375
128 21.445 218.673 21.385 330.086
256 22.703 218.063 23.025 329.465

4.3.4进一步分析

时间开销。本章提出的 Polaris算法分块归一化、极坐标向量量化与反量化操
作均通过高度优化的CUDA算子实现。如表 4.2与表 4.3所示，在 LLaMA-130M的
C4预训练中，2比特 Adafactor相比 32比特基线挂钟时间仅增加约 0.3%，1.5-bit
版本增加约 0.7%；AdamW的 16比特基线耗时 22.33小时，2比特与 1.5比特版本
分别为 22.63与 22.59小时，增幅约 1.2%–1.3%。在更大规模的 LLaMA-350M上，
低比特版本与全精度的时间差异在 1%以内；ImageNet-1K任务中，ViT-Base/16
的时间增幅约 0.9%–1.5%，ResNet-50约 3.8%。此外，图 4.6中横坐标为挂钟时
间的验证困惑度曲线显示，训练相同步数时，Polaris与全精度基线的耗时基本持
平。因此，Polaris算法在显著压缩显存的同时，端到端效率与全精度版本基本持
平，额外开销可忽略不计。

低比特量化下优化器状态的分布保持。图 4.8直观呈现了本章算法能更忠实
地复现一阶动量和二阶动量的原始全精度分布。该图以 LLaMA-130M模型第 8
层 q_proj权重的动量状态为分析对象，系统对比了不同量化技术的分布保持

效果。其中，以全精度数据为参考基准，核密度估计（KDE）曲线通过平滑拟合
直观呈现数据的概率分布特征，从而定性评估各量化技术对原始分布形态的保

持能力。观察可知，相较于数据无关的一维标量量化方案，本章提出的二维向量

量化技术能够更准确地拟合原始分布。该优势在处理高度偏态的二阶动量时尤

为显著：即便在 1.5比特的激进量化设置下，本章算法仍能稳定保持分布的主体
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结构与尾部特征，而一维标量量化技术在此极端压缩比下难以有效捕捉数据的

基本结构，导致分布失真。
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图 4.8 LLaMA-130M模型动量状态在不同量化技术下的性能对比图

4.4本章小结

本章针对传统一维标量量化在极低比特下表征能力严重退化的问题，提出了

基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算法 Polaris，并构建了AdamW与Adafac-
tor的 1.5/2.0比特变体。在理论与设计层面，本章深入揭示了优化器动量的准高
斯分布与圆对称特性，严格证明了角度均匀采样的合理性并推导了量化误差控

制界。针对无符号动量，本章提出第一象限映射与幅值自适应码字分配策略，辅

以轴偏移机制有效保障训练数值稳定性。涵盖语言模型预训练、微调及视觉任务

的广泛实验表明，Polaris在大幅压缩状态显存的同时，其 1.5/2.0比特版本均实
现了与 16/32比特全精度相当的性能与收敛表现。本章工作为优化器状态的极低
比特存储提供了一条可行的技术路径。
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第三章聚焦第一个关键环节——梯度估计，提出了基于随机子空间的零阶梯

度估计算法 SubZero，有效降低了梯度估计方差。第四章聚焦第二个关键环节——
优化器状态更新，提出了基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算法 Polaris，实
现了优化器状态极低比特压缩。本章将 SubZero与 Polaris进行系统集成，围绕
梯度估计器、优化器类型与优化器状态压缩三个正交维度展开实验，系统评估不

同组合方案在显存占用、收敛速度及模型性能等方面的表现，验证两种技术在显

存效率与优化性能上的协同优势。

5.1引言

在大语言模型微调中，优化器的选择直接影响收敛速度与最终性能。将零阶

优化用于大语言模型微调的开创性工作 MeZO[16]为实现极致显存效率，默认采

用不带动量的 SGD优化器[45]。然而，相比原始 SGD，带动量的优化器通过累积
历史梯度信息，能够有效平滑梯度噪声、加速收敛并提升模型泛化能力[12,48]。

SGDM[48]通过维护一阶动量，在梯度方向上累积历史更新，有效抑制震荡

并加速收敛，其更新形式见式 (2-6)。一阶动量的引入使参数更新方向更加稳定，
有效缓解了零阶梯度估计中的高方差问题。

AdamW[12]作为自适应学习率优化器，同时维护一阶和二阶动量，其更新形

式见式 (2-8)。AdamW通过二阶矩估计自适应调整各参数的学习率，并解耦权重
衰减与梯度更新，在大语言模型微调中表现出卓越性能。

然而，动量状态的维护显著增加了显存占用。动量状态的存储开销与模型

参数量成正比。当模型规模达到数十亿参数级别时，这一开销变得极为可观。以

AdamW优化器为例，其需同时维护一阶和二阶动量，显存需求可达模型参数本
身的两倍，成为制约大模型微调的关键瓶颈。

5.2实验设置

本实验在 SST-2情感分类数据集[91]上对 1.3B和 13B的 OPT系列模型[75]进

行全参数微调。实验设置与小节 3.4保持一致，从 SST-2中采样 1000条训练样
本、500条验证样本和 1000条测试样本，共训练 15000步。评估指标涵盖峰值
显存占用（GB）、时间开销（分钟）、训练损失以及测试准确率（%）四个维度，
用于全面衡量各方案在显存效率与优化性能方面的表现。
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实验围绕三个正交维度展开：梯度估计器、优化器类型、优化器状态压缩。

其中MeZO+SGD仅使用零阶梯度估计，不引入任何动量机制，其显存占用水平
代表了大模型微调的理论下限，在本实验中作为显存效率的参考基准。

表 5.1 算法集成验证实验方案

方案 梯度估计器 优化器 优化器状态压缩

MeZO + SGD MeZO SGD 全精度

MeZO + SGDM MeZO SGDM 全精度

MeZO + AdamW MeZO AdamW 全精度

SubZero + SGDM SubZero SGDM 全精度

SubZero + AdamW SubZero AdamW 全精度

SubZero + SGDM + Polaris SubZero SGDM 2比特压缩

SubZero + AdamW + Polaris SubZero AdamW 2比特压缩

5.3实验结果

5.3.1 SGDM优化器

表 5.2给出了 SGDM优化器下的不同实验方案性能对比结果。为便于分析，
表格中特别标注了 MeZO+SGD作为显存占用参考基准，并以 MeZO+SGDM为
基准计算各方案的相对下降比例。从表 5.2可以观察到以下关键现象。
关于显存优化效果，MeZO+SGD因不存储任何动量状态，显存占用最低，但

这牺牲了动量带来的收敛稳定性。相比之下，MeZO+SGDM在 OPT-1.3B上占用
5.86 GB，在 OPT-13B上占用 50.02 GB。SubZero+SGDM+Polaris通过极坐标向
量量化将一阶动量压缩至 2比特，显存占用分别降至 3.83 GB和 30.73 GB，较
MeZO+SGDM下降 34.6%和 38.6%。这一结果表明，Polaris的极坐标量化策略
能够显著降低动量状态的显存开销。

关于训练动态分析，值得注意的是 SubZero+SGDM+Polaris在大幅降低显存
的同时，测试准确率与 SubZero+SGDM持平，表明 2比特极坐标量化对 SGDM
的优化动态影响极小。这验证了 Polaris量化策略在极低比特下的稳定性。
从图 5.1和图 5.2可见，SubZero+SGDM和 SubZero+SGDM+Polaris的训练损

失曲线几乎完全重合，且均显著优于 MeZO+SGDM。这说明 SubZero的低秩梯
度估计加速了收敛，Polaris量化对训练动态几乎无影响，量化后的优化器在收敛
速度和模型精度上均与全精度版本持平，验证了其在极低比特设置下的有效性。
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表 5.2 SGDM优化器下的不同实验方案性能对比

模型 方案 峰值显存 显存降幅 准确率 时间开销

OPT-1.3B

MeZO + SGD 3.40 - 85.89 41.97

MeZO + SGDM 5.86 0% 87.38 42.49

SubZero + SGDM 5.90 -0.7% 90.94 47.01

SubZero + SGDM + Polaris 3.83 34.6% 90.25 47.23

OPT-13B

MeZO + SGD 26.08 - 90.71 213.56

MeZO + SGDM 50.02 0% 91.85 237.60

SubZero + SGDM 50.92 -1.8% 92.43 258.30

SubZero + SGDM + Polaris 30.73 38.6% 91.97 260.11
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图 5.1 训练损失曲线（SGDM，OPT-1.3B）
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图 5.2 训练损失曲线（SGDM，OPT-13B）

5.3.2 AdamW优化器

表 5.3给出了 AdamW优化器下的不同实验方案性能对比结果。为便于分析，
表格中特别标注了MeZO+SGD作为显存占用参考基准，并以MeZO+AdamW为
基准计算各方案的相对下降比例。从表 5.3可以观察到以下关键现象。
关于显存优化效果，AdamW需要同时存储一阶和二阶动量，显存开销显著

高于 SGDM。MeZO+AdamW在 OPT-1.3B上占用 8.31 GB，在 OPT-13B上占用
73.77 GB。SubZero+AdamW+Polaris通过极坐标向量量化将一阶动量和二阶动量
压缩至 2比特，显存占用分别降至 4.42 GB和 35.22 GB，较MeZO+AdamW下降
46.8%和 52.3%。这一降幅超过 SGDM场景，原因是 AdamW的动量显存占用占
比更大，压缩收益更显著。

关于训练动态分析，值得注意的是 SubZero+AdamW+Polaris在大幅降低显存
的同时，测试准确率与 SubZero+AdamW持平，表明 2比特极坐标量化对AdamW
的优化动态影响极小。这验证了 Polaris量化策略在极低比特下的稳定性。
从图 5.3和图 5.4可见，SubZero+AdamW和 SubZero+AdamW+Polaris的训练

损失曲线几乎完全重合，且均显著优于MeZO+AdamW。这说明 SubZero的低秩

58



第 5章 算法集成

表 5.3 AdamW优化器下的不同实验方案性能对比

模型 方案 峰值显存 显存降幅 准确率 时间开销

OPT-1.3B

MeZO + SGD 3.40 - 85.89 41.97

MeZO + AdamW 8.31 0% 90.82 54.11

SubZero + AdamW 8.35 -0.5% 91.85 57.78

SubZero + AdamW + Polaris 4.42 46.8% 91.28 57.99

OPT-13B

MeZO + SGD 26.08 - 90.71 213.56

MeZO + AdamW 73.77 0% 92.66 287.15

SubZero + AdamW 74.86 -1.5% 92.88 309.71

SubZero + AdamW + Polaris 35.22 52.3% 92.88 314.40
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图 5.3 训练损失曲线（AdamW，OPT-
1.3B）
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图 5.4 训练损失曲线（AdamW，OPT-13B）

梯度估计加速了收敛，同时 Polaris量化对训练动态几乎无影响，量化后的优化
器在收敛速度和模型精度上均与全精度版本持平，验证了其在极低比特设置下

的有效性。

5.4分析与讨论

5.4.1时间效率分析

表 5.2和表 5.3的时间开销数据表明，SubZero与 Polaris所引入的额外计算开
销均保持在较低水平。

在 SGDM优化器下，SubZero+SGDM相较于MeZO+SGDM在 OPT-1.3B和
OPT-13B上时间开销分别从 42.49分钟增至 47.01分钟、从 237.60分钟增至 258.30
分钟，增幅约 10%。Polaris 量化引入的时间开销极小，SGDM+Polaris 相较于
SGDM在两个模型上分别仅增加 0.22和 1.81分钟。
在 AdamW优化器下，SubZero+AdamW相较于MeZO+AdamW在 OPT-1.3B

和 OPT-13B上时间开销分别从 54.11分钟增至 57.78分钟、从 287.15分钟增至
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309.71分钟，增幅约 7%。Polaris量化引入的时间开销同样极小，AdamW+Polaris
相较于 AdamW在两个模型上分别仅增加 0.21和 4.69分钟。
结合小节 3.4与小节 4.3分析，SubZero的额外开销源于低秩子空间投影与重

构，Polaris的额外开销源于极坐标量化与反量化。实验数据表明，两项技术的时
间开销增幅均在可接受范围内。因此，集成方案未引入显著的额外训练开销。

5.4.2参考基准分析

表 5.2和表 5.3中MeZO+SGD作为显存效率的理论参考基准，其 3.40 GB和
26.08 GB的显存占用代表零阶优化在不使用任何动量时的下限。实际应用中，无
动量 SGD的配置往往难以达到理想的收敛效果，特别是在大规模语言模型微调
任务中。因此，本研究的重点在于在保证优化性能的前提下，尽可能逼近这一理论

下限。例如，在OPT-1.3B上 SubZero+SGDM+Polaris和 SubZero+AdamW+Polaris
分别将显存开销降至 3.83 GB 和 4.42 GB，与理论下限的差距缩小至 12.6% 和
29.9%，同时显著优于无动量 SGD基线。

5.4.3显存优化的协同效应

综合 SGDM和 AdamW的实验结果，可以得出以下结论。
SubZero梯度估计与优化器类型正交。无论使用 SGDM还是 AdamW，Sub-

Zero都能在保持相近显存开销的前提下提升模型精度。这说明低秩子空间扰动
策略不依赖于特定的优化器选择。

Polaris 压缩的收益与动量状态规模正相关。AdamW 因维护更多动量状态，
压缩后显存降幅高于 SGDM。这一规律在实际应用中具有指导意义：优化器动
量状态越复杂，Polaris的压缩价值越大。
两种技术的组合在大幅压缩显存的同时保持了收敛速度和模型性能。在

OPT-13B 模型上，SubZero+AdamW+Polaris 的组合方案仅占用 35.22 GB 显存，
较MeZO+AdamW下降 52.3%，同时保持了与全精度版本相当的收敛速度和测试
准确率。这一方案为大模型微调提供了显存高效的实用路径。

5.5本章小结

本章通过系统集成验证，量化了 SubZero 与 Polaris 协同优化的实际效果。
SubZero与 Polaris的组合应用能够在显著降低显存开销的同时保持收敛速度和
模型性能，为资源受限大模型微调提供了技术支撑。
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第 6章 总结与展望

6.1工作总结

在资源受限的硬件环境下，实现大语言模型的高效微调已成为推动其普惠

应用与规模化落地的关键所在。作为显存高效优化的代表性方法之一，零阶优化

仅需通过前向传播即可估计梯度，避免了反向传播过程中的激活值缓存，从而大

幅压缩了显存占用。然而，当前零阶优化方法在其两大核心步骤——梯度估计与

优化器状态更新的执行过程中，仍面临显著挑战：一方面，其梯度估计方差随模

型参数量呈线性增长，严重制约收敛速度；另一方面，尽管引入动量等优化器状

态可有效加速训练，但维护这些状态变量会带来不可忽视的额外显存开销，部分

抵消了零阶方法本身的显存优势。

针对上述挑战，本文深入挖掘零阶优化中梯度估计与优化器状态更新环节

的内蕴特性，将对真实优化过程中的优化状态的洞察转化为针对性算法设计。本

文的主要贡献如下：

（1）针对零阶优化梯度估计方差大、收敛慢的问题，本文提出基于随机子空
间的零阶梯度估计算法 SubZero。该算法利用梯度矩阵的低秩结构，通过构造列
正交投影矩阵，在低维子空间内生成扰动并估计梯度，将梯度估计方差从依赖模

型总参数量降至仅依赖子空间维度。为平衡计算效率与估计精度，算法采用分层

低秩扰动策略与延迟子空间更新机制，在避免存储高维投影矩阵的同时，实现高

效子空间探索。理论分析证明了算法的收敛性及其对反向传播梯度的逼近能力。

在多种大语言模型微调实验中，SubZero在显存开销与现有零阶算法相当的前提
下，收敛速度与微调性能均优于同类算法，且兼容全参数微调与 LoRA、前缀微
调、提示微调等多种参数高效微调范式。上述结果表明，SubZero有效提升了零
阶优化在大模型微调中的梯度估计质量。

（2）针对基于动量的优化器状态显存占用大、且现有量化方法在低于 4比特
时易引发训练崩溃的问题，本文提出基于极坐标向量量化的优化器状态压缩算

法 Polaris。该算法利用动量值分布的圆对称性与准高斯特性，构建二维极坐标量
化框架。该框架遵循低精度存储与高精度计算相结合的原则，在参数更新时将低

比特动量临时反量化为高精度，更新完成后重新量化存储，显著降低静态显存占

用。对于一阶动量，采用角度均匀分布的码本结构以确保方向精度。对于二阶动

量，设计第一象限映射机制，并采用自适应角度分配策略：为大模值分量分配更

多码字以保障量化精度，为小模值分量分配较少码字以提升码本利用率，同时引

入轴偏移机制以规避除零风险。静态实验表明，在极低比特设置下，二维向量量
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化的重建误差显著低于标量量化。图像分类与自然语言建模等多项任务的实验

结果表明，Polaris将优化器状态压缩至 1.5-2比特后仍能稳定训练，性能与全精
度版本相当。上述结果表明，Polaris为在零阶优化框架中实现优化器状态极低比
特存储提供了关键技术。

（3）本文将所提出的算法与 AdamW等基于动量的优化器进行算法集成，并
在大语言模型微调任务中开展了系统性验证。实验围绕零阶梯度估计器、优化

器类型与优化器状态压缩三个维度展开，通过对比多种方案组合在 OPT系列模
型上的全参数微调性能，评估了各方案的显存效率与模型性能。实验结果表明，

SubZero与 Polaris的组合方案在大幅降低显存开销的同时保持了收敛速度和模
型性能。

本文以优化状态特性为主线，围绕零阶优化技术，从梯度估计的低秩建模、

优化器状态的极低比特压缩以及二者的算法集成验证三个方面，系统研究了显

存高效的零阶优化算法。SubZero通过利用梯度矩阵的低秩结构，实现了更高质
量的梯度估计；Polaris通过利用动量值分布的统计特性，实现了优化器状态的极
低比特压缩。算法集成验证进一步表明，将上述技术协同应用于大模型微调，可

显著降低显存开销，同时保持收敛速度和模型性能。上述成果为资源受限场景下

的大模型微调提供了技术支撑。

6.2未来展望

本文工作从梯度估计与优化器状态更新两个维度探索了显存高效的零阶优

化算法。随着大模型在手机、座舱等边缘端应用场景的扩展，模型规模持续增长

与算力异构化对零阶优化算法设计提出了更高要求。未来研究可从以下三个方

向展开：

（1）零阶优化与全链路量化技术的结合。当前零阶梯度估计与动量量化压缩
多独立发展，二者结合有望进一步降低显存开销。未来可构建零阶估计与量化训

练的联合框架，在梯度扰动生成阶段引入量化感知机制，通过理论建模分析量化

噪声与零阶方差的耦合关系，并设计抗噪正则化策略以提升鲁棒性。同时，面向

权重、激活值与优化器状态等核心显存占用模块，探索统一的动态量化方法与误

差控制策略。

（2）基于低秩子空间的高精度梯度估计与自适应优化加速。现有零阶优化算
法在子空间内的优化动力学利用尚不充分，且受限于查询预算，梯度估计往往存

在较大方差。未来研究将聚焦于提升子空间内的优化效率与估计精度：一方面，

通过合理增加查询次数，获取低方差的梯度估计，克服零阶优化固有的噪声瓶

颈；另一方面，充分利用投影至低秩子空间后的动量信息，结合 SGDM或 Adam
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等先进优化器的自适应学习率与动量累积机制，实现子空间内的加速收敛。旨在

通过高精度的梯度估计与高效的优化策略相结合，显著提升零阶优化算法的收

敛效率，使其最终性能逼近一阶优化水平。

（3）面向零阶优化特性的软硬协同优化。零阶优化以前向传播为主要计算
模式，其算法特性与底层硬件可深度结合。未来可针对零阶优化特有的双前向

传播模式和低秩子空间运算特征，优化数据访存与计算调度；结合激活重计算、

CPU/GPU异构卸载以及动态精度缩放等策略，形成算法与系统协同的显存管理
方案。此外，可探索将 Polaris的极坐标量化硬件加速单元与 SubZero的扰动生
成流程协同设计，实现端到端的零阶优化训练加速，为单卡微调百亿级参数模型

等场景提供支持。
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附录 A SubZero算法补充内容

本附录是第 3章 SubZero算法的补充材料。内容包括 SubZero算法的具体实
现细节（如原地操作与逐层更新策略）、超参数搜索网格以及实验中使用的提示

模板。这些细节旨在辅助读者复现本文提出的零阶微调方法，并理解其在不同模

型规模与任务下的配置依据。

A.1实现细节

SubZero中的梯度估计适用于参数矩阵，而大语言模型主要由线性层构成。
对于其他可训练参数（如偏置和层归一化参数），本文建议采用MeZO[16]中的梯

度估计方法，因为这些层参数量较少。

本文引入两种有效策略以显存高效地实现 SubZero。
原地操作。如式 (A-1)所示，直接计算损失差值 𝜌需要同时存储参数矩阵集

𝒲 和扰动矩阵集 𝒵̃，显存需求为推理的两倍。为解决此问题，本文从MeZO获
得启发，采用原地操作。利用随机种子技巧，本文存储一个随机种子用于计算 𝜌
（见算法3.3第 10-13行及算法3.2），并重新生成低维扰动矩阵𝒁1, 𝒁2, ⋯ , 𝒁𝑙（见算

法3.3第 16行）。因此，SubZero的微调显存开销逼近推理阶段水平，并与MeZO
保持相当（见表3.9和表3.10）。
逐层参数更新。一阶优化器在反向传播后需存储完整梯度，然后更新所有

模型参数。相比之下，SubZero等零阶优化器先通过两次前向传播计算损失差值，
再利用该差值与各层扰动逐层计算梯度估计。为降低训练过程中显存占用，本文

可在每层计算完梯度估计后立即执行 optimizer.step()完成参数更新。

借助上述两种实现策略，SubZero显著降低了 GPU显存消耗。需要注意的
是，本文在所有实验中均对MeZO采用了逐层参数更新策略。
为简化超参数调优，本文采用范数对齐技巧，使得 SubZero 可以直接沿用

MeZO[16] 的超参数设置（如学习率）。对于随机扰动矩阵 𝒁 ∈ ℝ𝑚×𝑛，其低秩近

似为 𝒁̂ = 𝑼𝒁′𝑽 T，其中 𝑼 ∈ ℝ𝑚×𝑟，𝑽 ∈ ℝ𝑛×𝑟，𝒁′ ∈ ℝ𝑟×𝑟。若 𝒁 和 𝒁′为高斯

随机矩阵，𝑼 和 𝑽 为列正交矩阵，则有：

𝔼[‖𝒁‖𝐹 ] = √
𝑚 × 𝑛

𝑟2 𝔼 [‖𝒁̂‖𝐹 ] . (A-1)

记 𝜇 = √
𝑚×𝑛
𝑟2 。设 MeZO 的学习率为 𝜂、扰动尺度为 𝜀，则 SubZero 有两种等

价方式获得扰动。第一种方法是将随机低维扰动矩阵乘以 𝜇，SubZero直接采用
MeZO的超参数：𝜂′ = 𝜂，𝜀′ = 𝜀。第二种方法保持随机低维扰动矩阵不变，将
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SubZero的学习率和扰动尺度设置为：

𝜂′ = 𝜂𝜇2, 𝜀′ = 𝜀𝜇.

本文认为范数对齐对 SubZero至关重要，因为改变秩 𝑟会影响梯度估计的范数，
从而使得相关学习率的调优复杂化。

A.2超参数搜索

使用更大批量可一致地降低零阶优化的方差，从而提升微调性能[16,22,30]。然

而，批量增大会增加前向传播时间并显著提升显存占用。本文专注于开发在小批

量下仍能降低方差、提升性能的零阶方法，默认批量大小为 16。在部分 SGD实
验中（如MultiRC和 SQuAD），受限于 GPU资源，批量大小降至 8。
与先前研究一致[16,18-19,30]，为保持显存效率，本文默认使用无动量 SGD。

SGD采用线性学习率调度，而所有结合 SGD的零阶方法均采用常数学习率调度，
权重衰减设为 0。
对于 RoBERTa，Adam 运行 1K 步，零阶方法运行 100K 步。其余实验中，

Adam运行 5轮，SGD及零阶方法运行 20K步。
本文参照先前工作设置 PEFT方案中的超参数[16,18]。对于 LoRA，秩设为 8，

𝛼设为 16。对于前缀微调，前缀词元长度设为 5，本文从词汇表中随机采样词元，
输入 LLM以获得不同注意力层的键和值，以此初始化可调表示。对于提示微调，
提示虚拟词元长度设为 10，提示词元使用模型嵌入中的实际词元值初始化。
本文在表A.1和表A.2中给出超参数搜索网格，以辅助结果复现。对于OPT-

1.3B，采用与表 A.2相同的超参数设置。对于 RoBERTa-large，MeZO和 SubZero
的学习率设为 {1e-6, 5e-6}，𝜀=1e-3，批量大小 64。SubZero的秩设为 {8, 16, 24}，
子空间更新频率调整为 {1000, 2000}。

A.3提示模板

对于自回归大语言模型，本文处理三种任务类型：分类、多项选择与问答。

本文采用文献[16]中各类任务的提示模板，汇总于表 A.3。对于掩码大语言模型，
本文同样采用文献[16]中的提示模板，如表 A.4所示。
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表 A.1 OPT-13B的超参数搜索网格。每个任务中，零阶方法（MeZO、S-MeZO和 Sub-
Zero）及 SGD均运行 20K步。本文每 500训练步根据验证损失记录最佳模型检查点。

实验 超参数 取值

MeZO(全参数微调)
批量大小 16
学习率 {1e-7, 2e-7, 5e-7, 1e-6}

𝜀 1e-3

MeZO(LoRA)
批量大小 16
学习率 {1.5e-5, 3e-5, 5e-5}

𝜀 1e-3

S-MeZO(全参数微调)
批量大小 16
学习率 {1e-6, 5e-6}

𝜀 1e-3
稀疏率 0.75

S-MeZO(LoRA)
批量大小 16
学习率 {5e-5, 1e-4, 1e-3}

𝜀 1e-3
稀疏率 0.75

SubZero(全参数微调)

批量大小 16
学习率 {1e-7, 2e-7, 5e-7, 1e-6}

𝜀 1e-3
秩 {32, 64, 128, 256 }

子空间更新频率 {500, 1000, 2000}

SubZero(LoRA)

批量大小 16
学习率 {1.5e-5, 3e-5, 5e-5}

𝜀 1e-3
秩 {4, 8, 16}

子空间更新频率 {500, 1000, 2000}

SGD(全参数微调) 批量大小 16
学习率 {1e-4, 1e-3, 5e-3}
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表 A.2 LLaMA2-7B和Mistral-7B的超参数搜索网格。每个任务中，零阶方法（MeZO
和 SubZero）及 SGD均运行 20K步。本文每 500训练步根据验证损失记录最佳模型检
查点。

实验 超参数 取值

MeZO(全参数微调)
批量大小 16
学习率 {1e-7, 5e-7, 1e-6}

𝜀 1e-3

MeZO(LoRA)
批量大小 16
学习率 {1e-6, 5e-6, 1e-5, 3e-5}

𝜀 1e-3

MeZO(前缀微调)
批量大小 16
学习率 {1e-3, 5e-3, 1e-2}

𝜀 1e-1

MeZO(提示微调)
批量大小 16
学习率 {1e-3, 5e-3, 1e-2}

𝜀 1e-2

SubZero(全参数微调)

批量大小 16
学习率 {1e-7, 5e-7, 1e-6}

𝜀 1e-3
秩 {24, 48}

子空间更新频率 1000

SubZero(LoRA)

批量大小 16
学习率 {1e-6, 5e-6, 1e-5, 3e-5}

𝜀 1e-3
秩 {4, 8}

子空间更新频率 1000

SubZero(前缀微调)

批量大小 16
学习率 {1e-3, 5e-3, 1e-2}

𝜀 1e-1
秩 {4, 8}

子空间更新频率 1000

SubZero(提示微调)

批量大小 16
学习率 {1e-3, 5e-3, 1e-2}

𝜀 1e-2
秩 {16, 24}

子空间更新频率 1000

SGD(全参数微调) 批量大小 16
学习率 {1e-5, 1e-4, 1e-3, 5e-3}
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表 A.3 OPT-1.3B、OPT-13B、LLaMA2-7B及Mistral-7B实验中使用的提示模板

任务 类型 提示模板

SST-2 分类 <text> It was terrible/great
RTE 分类 <premise> Does this mean that ”<hypothesis>” is true? Yes or

No? Yes/No
CB 分类 Does this mean that ”<hypothesis>” is true? Yes or No?

Yes/No/Maybe
BoolQ 分类 <passage> <question>? Yes/No
WSC 分类 <text> In the previous sentence, does the pronoun ”<span2>” refer

to <span1>? Yes or No? Yes/No
WIC 分类 Does the word ”<word>” have the same meaning in these two sen-

tences? Yes, No? <sentence1> <sentence2> Yes/No
MultiRC 分类 <paragraph> Question: <question> I found this answer

”<answer>”. Is that correct? Yes or No? Yes/No
COPA 多项选择 <premise> so/because <candidate>
ReCoRD 多项选择 <passage> <query>.replace(”@placeholder”, <candidate>)
SQuAD 问答 Title: <title> Context: <context> Question: <question>

Answer:
DROP 问答 Passage: <context> Question: <question> Answer:

表 A.4 RoBERTa-large实验中使用的提示模板。𝐶 为分类类别数。

任务 𝐶 类型 提示模板

SST-2 2 情感分类 <sentence1> It was great/terrible
SST-5 5 情感分类 <sentence1> It was great/good/okay/bad/terrible
MNLI 3 自然语言推理 <sentence1> ? Yes/Maybe/No , <sentence2>
SNLI 3 自然语言推理 <sentence1> ? Yes/Maybe/No , <sentence2>
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附录 B Polaris算法补充内容

本附录是第 4章 Polaris算法的补充材料。内容包括详细的实验数据集设置、
量化算法的具体实现流程、核心理论引理的证明过程以及一维标量量化映射的

构造细节。这些内容旨在为读者提供完整的复现依据，并深入理解二维极坐标量

化背后的数学原理。

B.1实验数据集及设置

本文实验基于 PyTorch 2.2.0 和 CUDA 12.1 框架，使用单张

A800 GPU 进行。为获取每张 GPU 的总峰值显存消耗，本文调用

torch.cuda.max_memory_allocated 函数。总显存开销包括数据、

模型参数、激活值、梯度、优化器状态及显存碎片。优化器状态的显存开销通

过计算使用目标优化器训练时的显存占用与使用无动量优化器训练时的显存占

用之差得到。

对于 Adafactor，默认设置 eps = (10−30, 10−3)，clip_threshold = 1.0，
decay_rate = −0.8且 𝛽1 = 0.9。对于 AdamW，设置 𝛽1 = 0.9且 𝛽2 = 0.95。在量
化设置中，尺寸小于 4096的矩阵不进行量化。

C4上训练 LLaMA-2的设置。训练 130M LLaMA-2时，Adafactor/AdamW
设置 2000步预热；训练 350M LLaMA-2时，设置 4000步预热。总批量大小设
为 512。训练 130M LLaMA-2时批量大小设为 256，训练 350M LLaMA-2时设为
128。数据类型为 bfloat16。初始学习率为 0.001，权重衰减为 0.0。

OWT上训练 GPT-2的设置。 Adafactor/AdamW设置 2000步预热。总批量
大小设为 480。训练 124M GPT-2时批量大小设为 24。数据类型为 bfloat16。

初始学习率为 0.0006，权重衰减为 0.1。
ImageNet-1k上训练 ResNet50的设置。使用 SGDM[48]/AdamW/Adafactor训

练 100 个 epoch，前 10 个 epoch 采用线性预热。小批量大小设为 512。对于
SGDM，动量衰减 𝛽 设为 0.9，初始学习率设为 0.1，权重衰减设为 0.0005。对于
AdamW/Adafactor，初始学习率设为 0.001，权重衰减设为 0.05。采用余弦学习率
调度。数据增强遵循[105] 中训练 ResNet50的配置。训练利用 PyTorch原生自动
混合精度（AMP）功能（torch.cuda.amp）。

ImageNet-1k上训练 ViT-Base/16的设置。使用 Adafactor/AdamW训练 150
个 epoch，前 10 个 epoch 采用线性预热。小批量大小设为 512。初始学习率为
0.001，权重衰减为 0.05。采用余弦学习率调度。数据增强遵循[105] 中训练 ViT-
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Base/16的配置，不包括重复增强。训练利用 PyTorch原生自动混合精度（AMP）
功能（torch.cuda.amp）。

微调 7B模型的设置。数据类型为 bfloat16。训练 epoch数设为 3。批量
大小设为 2，梯度累积步数设为 32。初始学习率为 0.00003，权重衰减为 0.0。设
置 warmup_ratio = 0.3，并采用余弦学习率衰减。

运行 GLUE基准的设置。设置 batch_size = auto且 num_fewshot = 5。

B.2优化器状态分布

如图 B.1所示，本文绘制了一阶动量（图 B.1(a)）和二阶动量（图 B.1(b)）的
分布，数据捕获自 LLaMA-130M模型训练过程中第 8层的 q_proj权重。关键

观察在于两者分布的显著差异：一阶动量呈现准高斯分布，具有明显的圆对称

性；而二阶动量为非负且高度偏斜，值高度集中于零附近。
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图 B.1 LLaMA-130M模型第 8层 q_proj权重的 AdamW优化器状态的非均匀分布。

B.3量化算法细节

低比特的 Adafactor优化器详见算法 B.1。
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算法 B.1低比特 Adafactor优化器
输入：步数 𝑇 ,学习率 𝜂,超参数 𝛽1, 𝛽2,常数 𝜖1, 𝜖2
输出：𝜽𝑇
1: 初始化 𝜽0, 𝒎𝑞

0 ← 0, 𝑹0 ← 0, 𝑪0 ← 0
2: for 𝑡 = 1, ⋯ , 𝑇 do
3: 𝒈𝑡 ← ∇𝜽𝑓(𝜽𝑡−1) //计算梯度
4: 𝒎𝑡−1 ← dequantize(𝒎𝑞

𝑡−1) //反量化一阶动量
5: 𝒎𝑡 ← 𝛽1𝒎𝑡−1 + (1 − 𝛽1)𝒈𝑡 //更新一阶动量
6: 𝑹𝑡 ← 𝛽2𝑹𝑡−1 + (1 − 𝛽2)E行[𝒈2

𝑡 ], 𝑪𝑡 ← 𝛽2𝑪𝑡−1 + (1 − 𝛽2)E列[𝒈2
𝑡 ] //分解二阶动量

7: 𝒎̂𝑡 ← 𝒎𝑡/(1 − 𝛽𝑡
1), 𝑽𝑡 ← (𝑹𝑡 ⊗ 𝑪𝑡)/mean(𝑹𝑡) //偏差校正与重构

8: 𝜂𝑡 ← max(𝜖2,RMS(𝜽𝑡−1))−1 //自适应学习率
9: 𝜽𝑡 ← 𝜽𝑡−1 − 𝜂𝑡 (

𝛼⋅𝒎̂𝑡
√𝑽𝑡+𝜖1 ) //更新参数

10: 𝒎𝑞
𝑡 ← quantize(𝒎𝑡) //量化存储一阶动量

11: end for

本文的量化策略选择性地应用于模型内的特定参数组。定义 𝑆𝑄为设计用于

量化的参数组索引集合。在实验中，𝑆𝑄 主要包含线性层的核心权重张量（通常

呈二维形状），因为这些是显存占用最大的部分。

相反，若干参数组被故意保持为全精度，因此被排除在 𝑆𝑄之外。对于大语

言模型（LLM），这些非量化部分主要包括嵌入层参数、线性层内的偏置向量以
及归一化层（如 LayerNorm、RMSNorm）内的所有参数。
对于所有参数组 𝜽𝑖，引入逐层缩放因子 𝛼𝑖，该因子在主参数更新前应用于

归一化动量项。该因子正式定义为：

𝛼𝑖 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛼scale 若𝑖 ∈ 𝑆𝑄

1.0 若𝑖 ∉ 𝑆𝑄
(B-1)

相比之下，不使用此类机制的先前方法[17,37]等价于对所有层设置 𝛼𝑖 = 1.0。超参
数 𝛼scale根据量化级别设置（例如 2比特设为 2.0）。

修改后的优化过程详见算法 B.2和 B.3。
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算法 B.2 Polaris低比特 AdamW优化器
输入：步数 𝑇 ,学习率 𝜂,超参数 𝛽1, 𝛽2,权重衰减 𝜆,常数 𝜖
输出：𝜽𝑇
1: 设 𝑆𝑄 为量化层索引集合
2: for每个参数组 𝑖 do
3: 初始化 𝜽0,𝑖, 𝒎𝑞

0,𝑖 ← 0, 𝒗𝑞
0,𝑖 ← 0

4: end for
5: for 𝑡 = 1, ⋯ , 𝑇 do
6: for每个参数组 𝑖 do
7: 𝒈𝑡,𝑖 ← ∇𝜽𝑓(𝜽𝑡−1,𝑖) //计算梯度
8: if 𝑖 ∈ 𝑆𝑄 then
9: 𝒎𝑡−1,𝑖, 𝒗𝑡−1,𝑖 ← dequantize(𝒎𝑞

𝑡−1,𝑖),dequantize(𝒗𝑞
𝑡−1,𝑖) //反量化

10: else
11: 𝒎𝑡−1,𝑖, 𝒗𝑡−1,𝑖 ← 𝒎𝑞

𝑡−1,𝑖, 𝒗𝑞
𝑡−1,𝑖 //未量化

12: end if
13: 𝒎𝑡,𝑖 ← 𝛽1𝒎𝑡−1,𝑖 + (1 − 𝛽1)𝒈𝑡,𝑖, 𝒗𝑡,𝑖 ← 𝛽2𝒗𝑡−1,𝑖 + (1 − 𝛽2)𝒈2

𝑡,𝑖 //更新动量
14: 𝒎̂𝑡,𝑖 ← 𝒎𝑡,𝑖/(1 − 𝛽𝑡

1), ̂𝒗𝑡,𝑖 ← 𝒗𝑡,𝑖/(1 − 𝛽𝑡
2) //偏差校正

15: 按式 (B-1)定义 𝛼𝑖
16: 𝜽𝑡,𝑖 ← 𝜽𝑡−1,𝑖 − 𝜂𝑡 (

𝛼𝑖⋅𝒎̂𝑡,𝑖

√ ̂𝒗𝑡,𝑖+𝜖 + 𝜆𝜽𝑡−1,𝑖) //更新参数
17: if 𝑖 ∈ 𝑆𝑄 then
18: 𝒎𝑞

𝑡,𝑖, 𝒗𝑞
𝑡,𝑖 ← quantize(𝒎𝑡,𝑖),quantize(𝒗𝑡,𝑖) //量化存储

19: else
20: 𝒎𝑞

𝑡,𝑖, 𝒗𝑞
𝑡,𝑖 ← 𝒎𝑡,𝑖, 𝒗𝑡,𝑖 //保持全精度

21: end if
22: end for
23: end for

72



附录 B Polaris算法补充内容

算法 B.3 Polaris低比特 Adafactor优化器
输入：步数 𝑇 ,学习率 𝜂,超参数 𝛽1, 𝛽2,常数 𝜖1, 𝜖2
输出：𝜽𝑇
1: 设 𝑆𝑄 为量化层索引集合
2: for每个参数组 𝑖 do
3: 初始化 𝜽0,𝑖, 𝒎𝑞

0,𝑖 ← 0, 𝑹0,𝑖 ← 0, 𝑪0,𝑖 ← 0
4: end for
5: for 𝑡 = 1, ⋯ , 𝑇 do
6: for每个参数组 𝑖 do
7: 𝒈𝑡,𝑖 ← ∇𝜽𝑓(𝜽𝑡−1,𝑖) //计算梯度
8: if 𝑖 ∈ 𝑆𝑄 then
9: 𝒎𝑡−1,𝑖 ← dequantize(𝒎𝑞

𝑡−1,𝑖) //反量化一阶动量
10: else
11: 𝒎𝑡−1,𝑖 ← 𝒎𝑞

𝑡−1,𝑖 //未量化
12: end if
13: 𝒎𝑡,𝑖 ← 𝛽1𝒎𝑡−1,𝑖 + (1 − 𝛽1)𝒈𝑡,𝑖 //更新一阶动量
14: 𝑹𝑡,𝑖 ← 𝛽2𝑹𝑡−1,𝑖 + (1 − 𝛽2)E行[𝒈2

𝑡,𝑖], 𝑪𝑡,𝑖 ← 𝛽2𝑪𝑡−1,𝑖 + (1 − 𝛽2)E列[𝒈2
𝑡,𝑖] //分解二阶

动量

15: 𝒎̂𝑡,𝑖 ← 𝒎𝑡,𝑖/(1 − 𝛽𝑡
1), 𝑽𝑡,𝑖 ← (𝑹𝑡,𝑖 ⊗ 𝑪𝑡,𝑖)/mean(𝑹𝑡,𝑖) //偏差校正与重构

16: 𝜂𝑡 ← max(𝜖2,RMS(𝜽𝑡−1,𝑖))−1 //自适应学习率
17: 按式 (B-1)定义 𝛼𝑖
18: 𝜽𝑡,𝑖 ← 𝜽𝑡−1,𝑖 − 𝜂𝑡 (

𝛼𝑖⋅𝒎̂𝑡,𝑖

√𝑽𝑡,𝑖+𝜖1 ) //更新参数
19: if 𝑖 ∈ 𝑆𝑄 then
20: 𝒎𝑞

𝑡,𝑖 ← quantize(𝒎𝑡,𝑖) //量化存储一阶动量
21: else
22: 𝒎𝑞

𝑡,𝑖 ← 𝒎𝑡,𝑖 //保持全精度
23: end if
24: end for
25: end for

B.4一维标量量化映射

本节介绍一维 𝑏比特量化器中不同量化映射的构造。见图 B.2所示示意。注
意 𝕋𝑏 = {0, 1, ⋯ , 2𝑏 − 1}。
线性幂量化。针对有符号输入的线性幂（Linear-𝑝）量化定义为

ℛ(𝑗) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

− (−1 + 2𝑗/(2𝑏 − 1))
𝑝 , 𝑗 < 2𝑏−1 − 1;

0, 𝑗 = 2𝑏−1 − 1;

(−1 + 2𝑗/(2𝑏 − 1))
𝑝 , 𝑗 > 2𝑏−1 − 1,

其中 𝑗 ∈ 𝕋𝑏且 𝑝 > 0。针对无符号输入，其定义为

ℛ(𝑗) = (𝑗/(2𝑏 − 1))
𝑝 , 𝑗 ∈ 𝕋𝑏, 𝑝 > 0.

动态量化。 𝑏比特量化的动态量化 ℛ将 𝕋𝑏 映射至 {0, 1} ∪ 𝐺。对于有符号
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附录 B Polaris算法补充内容

0 2 4 6 8 10 12 14
Index

1.00
0.75
0.50
0.25
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00

Va
lu

e
Dynamic
Linear-1
Linear-2
NF4

(a)有符号输入的映射

0 2 4 6 8 10 12 14
Index

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Va
lu

e

Dynamic
Linear-1
Linear-2

(b)无符号输入的映射

图 B.2 有符号和无符号输入的不同 4比特量化映射可视化。

输入，𝐺是具有以下性质的数集：𝐺中的数形如 ±𝑞𝑘 × 10−𝐸，其中

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑏 = 2 + 𝐸 + 𝐹 , 𝐸, 𝐹 ∈ ℕ;

𝑞𝑘 = (𝑝𝑘 + 𝑝𝑘+1)/2, 𝑘 ∈ {0, ⋯ , 2𝐹 − 1};

𝑝𝑗 = 0.9𝑗/2𝐹 + 0.1, 𝑗 ∈ {0, ⋯ , 2𝐹 }.

对于无符号输入，𝐺是具有以下性质的数集：𝐺中的数形如 𝑞𝑘 × 10−𝐸，其中

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑏 = 2 + 𝐸 + 𝐹 , 𝐸, 𝐹 ∈ ℕ;

𝑞𝑘 = (𝑝𝑘 + 𝑝𝑘+1)/2, 𝑘 ∈ {0, ⋯ , 2𝐹 +1 − 1};

𝑝𝑗 = 0.9𝑗/2𝐹 + 0.1, 𝑗 ∈ {0, ⋯ , 2𝐹 +1}.

正态浮点。𝑏比特正态浮点（NormalFloat）ℛ基于分位数量化构建。range(ℛ)
构造如下：首先对标准正态分布均匀采样 2𝑏个分位数，然后将其归一化至 [−1, 1]。
对于处理有符号输入的 4比特正态浮点（NF4），range(ℛ)约为 {-1.00, -0.70, -0.53,
-0.39, -0.28, -0.18, -0.09, 0.00, 0.08, 0.16, 0.25, 0.34, 0.44, 0.56, 0.72, 1.00}。
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——李老师在每一个细节中都倾注了心血。他教导我，人的进步是非线性的，需

要长期积累，耐心等待质变。李老师对科研品味的执着，让我明白好的研究源于

对问题更深刻的理解，这也将成为我学术生涯的永恒坐标。

衷心感谢黄华教授。黄老师为我们营造稳定的科研环境，在经费与硬件资源

上给予了我们充分的支持，实验室规范有序，让我们心无旁骛投入研究。黄老师

以开阔的视野引领我们提升认知，不仅是学术洞见，更是对人生方向的把握。他

常告诫我们，做学术就要做有用的研究，脚踏实地解决真问题。黄老师注重逻辑

培养，从论文结构的梳理到论证链条的严密，这种训练让我受益良多。

感谢周攀老师。周老师在学术前沿敏锐的洞察力令我启发良多，使我对领域

动态有更清晰的认识。在科研探索、论文撰写及投稿过程中，周老师给予专业性

指导，帮助我规避弯路，尤其在瓶颈期时，周老师的建议往往能帮我理清思路。

这段经历收获的严谨与坚持，将成为我未来道路上的宝贵财富。

感谢实验室同门在技术攻关中的经验分享与实验调试时的协助。尤其要感

谢王思科师兄，在组会研讨与日常交流中，师兄治学严谨、思维缜密，深厚的数

学功底与卓越的代码能力令我钦佩。感谢师兄毫无保留的教导，教会我科研方法

与处世道理，这段情谊我将铭记于心。此外，感谢乒乓球搭子们，科研压力重重，

沮丧是常态，球台前的挥拍与奔跑，是解压良方。感谢朋友们，是你们让我们在

埋头论文的日子里，依然能够抬头看见生活的诗意。

感谢家人。谨向我的父母和家人致以最诚挚的感谢。在我迷茫时，你们帮我

分析利弊；在我焦虑时，你们不断支持鼓励。你们尊重我的每个选择，毫无保留

的关爱与理解，始终是我追求理想的坚实后盾。

最后，感谢不曾放弃的自己。感谢在失败中依然选择相信，在等待中依然保

持耐心，在浮躁中依然坚守初心。初心如磐，笃行致远。此去经年，愿携今日之

所学，怀感恩之心，赴未来之征程。

余梓铭

2026年 5月
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姓名 工作单位 职称 导师类型

主席 王立志 北京师范大学 教授 博士生导师

委员 黄石生 北京师范大学 副教授 博士生导师

李健 北京师范大学 副教授 博士生导师

秘书 李国璋 北京师范大学 助理研究员 无
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